2 s ¢
5 (28
3
. UNISTMO
@] (s totm pocest
puiru cnndi e puenlacieidsidai
4 C
X M

5
Z
o}
L ]

Universidad del Istmo
Campus Tehuantepec

Division de Estudios de Posgrado
Maestria en Ciencias en Energia Eolica

Caracterizacion dinamica
de palas de

aerogeneradores de baja

potencia para validacion
de diseno

T E S 1 S

que para obtener el titulo de:
Maestro en Ciencias en Energia Edlica

Presenta:
Ing. Rolando Vasquez Castellanos

Director:

Dr. Victor Ivan Moreno Oliva

Codirector:

Dr. Ociel Flores Diaz

Santo Domingo Tehuantepec, Oaxaca. Febrero de 2020.



Resumen

El trabajo presentado se divide en cuatro capitulos, donde se describe y se aplica un
andlisis de vibraciones o dindmico, a una solera de acero al carbén y a un alabe de ae-
rogenerador de baja potencia, implementando dos formas experimentales de medir las
vibraciones, los cuales son con el acelerémetro y el método 6ptico. En el primer capitulo
presentamos de forma general las fuerzas a la cual el dlabe esta expuesta a lo largo de su
vida util.

En el capitulo dos, se describe de forma general, el drea de las vibraciones, desde su
concepto, clasificacion y sus aplicaciones. Se muestra también la informacion que detalla
en que consiste un andlisis de vibraciones, mencionando los dispositivos que se utilizan
para el procesamiento de dichas vibraciones para encontrar lo pardmetros modales. Y al
final se presenta la teoria de vibraciones laterales a una viga, esto para entender como
realizar un andlisis dindmico de forma analitica.

En el capitulo tres se muestran dos andlisis dindmicos. El primero es realizada a una
solera de acero al carbén, donde se para determinar los pardmetros modales se utilizaron
dos formas, de forma experimental, utilizando un acelerometro y el método 6ptico para
medir las vibraciones y la forma analitica. El segundo andlisis fue realizada a un dlabe de
aerogenerador de baja potencia, donde se determinaron los pardmetros de forma experi-
mental.

En el capitulo cuatro se procede a comparar los resultados obtenidos de las dos prue-
bas dindmicas, donde primero se comparan los pardimetros obtenidos de la prueba reali-
zada a la solera. Aqui se comparan los pardmetros obtenidos en el método ptico, con el
analitico, simulacién y los resultados obtenidos con el acelerémetro. De igual forma se
comparan los resultados obtenidos del alabe del aerogenerador de baja potencia.

Finalmente se presentan las conclusiones a las que se llegaron en este proyecto.
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Capitulo 1

Introduccion

1.1 Aerogeneradores

A lo largo de la historia de la energia edlica, han sido muchas las turbinas que se han
disenado para aprovechar la energia del viento. Por lo tanto los aerogeneradores modernos
son sistemas capaces de transformar, de forma eficiente, la energia cinética contenida en
el viento en energia mecdnica en un eje. Esta energia se puede aprovechar, o bien directa-
mente, en instalaciones aisladas para aplicaciones de bombeo o como es més habitual, en
sistemas de produccion de energia eléctrica.

Actualmente el desarrollo de la tecnologia en energia edlica a crecido considerable-
mente, y por tal motivo muchos paises como China, Estados Unidos, Alemania y otros
han impulsado en la produccion de energia eléctrica mediante los aerogeneradores, donde
segln las estadisticas mostradas en el reporte global de energia edlica [1] en el afio 2018
hubo un total de potencia instalada de aerogeneradores de 591 GW a nivel mundial.

1.2 Clasificacion de los aerogeneradores

Dado el desarrollo cientifico y técnico en el aprovechamiento de la energia edlica se
cuentan con varios tipos de configuracién para aerogeneradores, con diferentes clasifica-
ciones, de las cuales las mas importantes son:

1.2.1 Por la orientacion del eje del rotor

Segun [2] clasifica los aerogeneradores de acuerdo al tipo de rotor edlico y la disposi-
cion de su eje de giro. De esa manera se clasifican en rotor de eje vertical y turbinas con
rotor de eje horizontal.

Rotores de eje vertical

Las turbinas con rotores de eje vertical tienen la ventaja fundamental de que no pre-
cisan ningun sistema de orientacion activo para aceptar la energia contenida en el viento.
Estdn de manera perpendicular al suelo, este tipo de aerogeneradores suelen ser més utili-
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zados en las zonas urbanas ya que son los méds recomendables para instalaciones donde su
potencia de instalacion es de menos de 10 kW. Estos tipos de aerogeneradores se pueden
clasificar a su vez en:

= Darrieus. Patentado por G.J.M. Darrieus en 1931. Consiste en un eje vertical asen-
tado sobre el rotor, con dos o mas finas palas en una curva unidas al eje por los dos
extremos, el disefio de las palas es simétrico y similar a las palas de un avidn,asi
como se observa en la Figura 1.1. Las desventajas de este tipo de aerogenerador es
el par de arranque, ademas que cada una de las palas de este tipo de maquinas esta
sometida a fluctuaciones de par elevadas debido al efecto sombra de torre.

7 I\

Figura 1.1. Aerogenerador Darrieus.
Fuente: [2].

= Savonious. Desarrollada en Finlandia por S.J. Savonious. Se caracteriza por dispo-
ner de dos palas que son las mitades de un cilindro cortadas por una generatriz y
desplazadas lateralmente, tal como se puede observar en la Figura 1.2. Tienen la
ventaja de ofrecer par de arranque y se pueden construir facilmente, pero su bajo
rendimiento y su reducida velocidad hacen que sus aplicaciones se limiten.

Figura 1.2. Aerogenerador Savonius.
Fuente: [3].

Rotor de eje horizontal

Estas se caracterizan por que hacen girar sus palas en direccidon perpendicular a la
velocidad del viento incidente. La velocidad de giro de las turbinas sigue una relacion
inversa al numero de sus palas, o de forma mas precisa al paraimetro denominado solidez
que indica el cociente entre la superficie ocupada por las palas y la superficie barrida por
ellas. Esta a su vez se clasifican en:
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= Rotores multialabe. Se caracterizan por tener un numero de palas que puede varias
de 6 a 24 y por lo tanto una solidez elevada. Presentan elevados pares de arranque
y una reducida velocidad de giro. La velocidad lineal en la punta de la pala de estas
maquinas, en condiciones de disefio, es del mismo orden que la velocidad del viento
incidente. Su aplicacién es cominmente en el bombeo de agua.

= Rotores tipo hélice. Los rotores tipo hélice giran a una velocidad mayor que los
rotores multipala. La velocidad lineal en la puna de la pala de estas maquinas varia
en un margen de 6 a 14 veces la velocidad del viento incidente en condiciones de
disefio. Esta propiedad hace que las turbinas aeroturbinas rdpidas sean muy apro-
piadas para la generacion de energia eléctrica, ya que el elemento mecédnico que
acondiciona la velocidad de giro de la turbia con la velocidad de giro del generador
€s menor tamaiio y coste.

1.2.2 Por la posicion del aerogenerador con respecto al viento

La referencia [4] clasifica también a los aerogeneradores de acuerdo a la disposicion
del rotor frente a la velocidad del viento incidente. Estas se clasifican en:

= A barlovento. Las maquinas corriente aguas arriba tienen el rotor de cara al viento,
esto se puede observar en la Figura 1.3a. La principal ventaja de los disefios corrien-
te arriba es que se evita el abrigo del viento tras la torre. El principal inconveniente
de estos disefos es que el rotor necesita ser bastante inflexible, y estar situado a
una cierta distancia de la torre, ademas de que se necesita de un mecanismo de
orientacion para mantener el rotor de cara al viento.

= A sotavento. Las maquinas corriente aguas abajo tienen el rotor situado en la cara
a sotavento de la torre como se observa en la Figura 1.3b. La ventaja tedrica que
tienen es que pueden ser construidos con un mecanismo de orientacion, si el rotor y
la géndola tienen un disefio apropiado que hace que la géndola siga al viento pasi-
vamente. El inconveniente principal es la fluctuacion de la potencia edlica, debida
al paso del rotor a través del abrigo de la torre. Esto puede crear mas cargas de
fatiga en la turbina que con un disefo corriente aguas arriba.

1.2.3 Por el numero de alabes

De acuerdo al niimero de palas que el aerogenerador pueda tener se clasifican en:

= Un alabe. Estas tienen una sola pala, y precisan un contrapeso en el otro extremo
para equilibrar tal como se muestra en la figura 1.4a. La velocidad de giro es muy
elevada. Su gran inconveniente es que introducen en el eje unos esfuerzos muy
variables, lo que acorta la vida de la instalacion.

= Dos alabes. En la Figura 1.4b se observan un aerogenerador de dos palas. Los
disefios bipala de aerogeneradores tienen la ventaja de ahorrar el coste de una pala
y, por su peso. Sin embargo, suelen tener dificultades para penetrar en el mercado,
en parte porque necesitan una mayor velocidad de giro para producir la misma
energia de salida.
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Y vientre

(a)

Figura 1.3. a) A barlovento, b) a sotavento.
Fuente: Elaboracion propia.

= Tres alabes. La mayoria de los aerogeneradores tienen este disefio, con el rotor
mantenido en la posicion corriente aguas arriba, usando motores eléctricos en sus
mecanismos de orientacion. En la Figura 1.4c se observa un aerogenerador con tres

palas.

= Multialabes. Este tipo de maquinas tienen un numero superior de palas o multidla-
bes, como se observa en la Figura 1.4d. Se trata del llamado modelo americano,
debido a que una de sus primera aplicaciones fue la extraccién de agua en pozos.

(b) (0 (d)

Figura 1.4. Aerogenerador con a) un élabe, b) dos dlabes, c) tres dlabes y d) multidlabes.
Fuente:[5-8].

1.2.4 Segin la forma de producir energia eléctrica

De acuerdo a la forma de producir energia eléctrica pueden ser de tipo:

= Conexion directa a la red. Vienen representada por la utilizacion de aecrogenerado-
res de grandes potencias. La mayor rentabilidad se obtiene a través de agrupaciones

4
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de maquinas de potencia conectadas entre si y que se vierten su energia conjunta-
mente a la red eléctrica, dichos sistemas se denominan parques edlicos.

= Conexion aislada. Por medio de pequeia o mediana potencia se utilizan para
usos domésticos o agricolas (iluminacién, pequefios electrodomésticos, sistemas
de bombeo, etc.). En caso de estar condicionados por un horario o una continuidad,
se precisa introducir sistemas de baterias de acumulacion o combinaciones con otro
tipo de generadores eléctricos.

1.3 Fuerzas que se generan en las alabes de los aerogene-

radores

Un elemento de suma importancia de un aerogenerador o turbina edlica para con-
vertir la energia del viento a electricidad es el rotor, donde a la vez esta integrado por
hélices o alabes. Estas palas reciben la potencia del viento y la transmiten al eje rotor
transformandola en energia mecénica donde posteriormente por medio de un generador
se convierte en energia eléctrica. El méximo tedrico de la conversion es del 59.3 % (co-
eficiente de Betz) [4].

En la Figura 1.5 se observan las fuerzas que actiian sobre un alabe y los principales
parametros que influyen en el comportamiento de los rotores en turbinas de eje horizontal.
Las fuerzas que actiian sobre la pala son la fuerza de sustentacion (dL), la cual aparece
debido a que la velocidad del viento en la parte del extrados del perfil es mayor que la
parte del intrados y por lo tanto habrd mayor presion en el intrados [9], y esta diferencia
de presion multiplicada por el drea del elemento del alabe genera esta fuerza. También
se presenta la fuerza de arrastre (dD), esta se presenta debido al rozamiento o resistencia
que presenta el perfil al viento [10].

Cabe mencionar que en la metodologia para el disefio de las palas, se toman en cuenta
varios criterios, y una de ellas es observar el comportamiento de la relacion entre la fuer-
za de sustentacion y arrastre de acuerdo al perfil seleccionado, teniendo como objetivo el
tener una mayor fuerza de sustentacion ya que esta es la que hace posible que el rotor gire.

Al ser el alabe el componente de mayor importancia en el aerogenerador, tienen que
garantizar un buen funcionamiento, teniendo un disefio fiable para no provocar futuros
accidentes cuando estén instalas. En el caso de los alabes de aerogeneradores de baja po-
tencia, estas son sometidas a ensayos de pruebas estructurales en laboratorios donde con
ello son validados los disefios en el punto de vista estatico y dindmico. Cada laboratorio
desarrolla su propio conjunto de equipos y procedimientos para realizar las pruebas es-
tructurales, estas pruebas estan validadas por la norma IEC TS 61400-23 [11].
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Rotacicn

Planc de rotacian

o
... Angulo de entrada
del flujo

Figura 1.5. Fuerzas que actiian sobre los alabes.
Fuente: [10].

1.4 Cargas que actdan en el aerogenerador

A lo largo de la vida util del aerogenerador, esta expuesto a cargas debido a la fuerza
del viento que incide sobre el. La norma IEC 61400-2 [12] proporciona una metodologia
de disefio estructural del aerogenerador, en el cual se basa en la verificacién de la inte-
gridad estructural de los componentes en el trayecto de carga critica desde las alabes del
rotor hasta la cimentacion. Para esta metodologia de disefio la norma considera varios
tipos de cargas, los cuales son:

= Cargas de inercia, vibracion y gravitacionales. Las cargas de inercia y gravitacio-
nales son cargas estdticas y dindmicas que actian en el aerogenerador y resultan de
la inercia, la vibracion, la rotacion, la gravedad y la actividad giroscopica y sismica.

= Cargas aerodinamicas. Las cargas aecrodinamicas son las cargas estaticas y dindmi-
cas que son causadas por el flujo de aire y su interaccion con las partes estéticas y
moviles del aerogenerador.

= Cargas funcionales. Las cargas funcionales resultan del funcionamiento y control
del aerogenerador. Estas cargas pueden ser causadas por orientacion, frenado, ple-
gado, variacion del angulo de la pala, conexién a la red, etc.

= Otras cargas. Se consideran las cargas que pueden ocurrir debido a ambientes de
funcionamiento especiales que especifique el fabricante (por ejemplo cargas por
ondas, cargas por estela, cargas por hielo, cargas por transporte, montaje, manteni-
miento y reparacion, etc.).

En el seguimiento del disefio de la turbina, la norma IEC 61400-21 indica también
que se deben determinar las cargas de disefio, donde una manera de hacerlo es mediante
cargas simplificadas. En la Figura 1.6 se muestran los casos de cargas de disefio para la
determinacion de cargas simplificadas, siendo el caso A de andlisis de cargas de fatiga(F),
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y los demds casos son de andlisis de exceder la méxima resistencia del material, anélisis
de la punta y el andlisis de estabilidad(U).

Situacion de disefio

Casos de carga

Influjo de viento

Tipo de

Observaciones

Produccién de
energia

Operacién normal

F

Orientacion

Vhub = Vdesign

U

Error de Orientacién

Vhub = Vdesign

U

Empuje méaximo

Vhub = 2,5 Vave

U

Rotor girando, pero
podria plegarse o
vibrar.

Produccién de
energia y ocurrencia
de falla

Velocidad de rotacién
maxima

Cortocircuito en la
conexion de la carga

Vhub = Vdesign

Par de torsion maximo
del generador en corto
circuito.

Detencién o parada

Parada (frenado)

Vhub = Vdesign

Parqueado (ralenti o
parado*)

Carga de Vviento
parqueado

Vhub = Ve50

Parqueado y
condiciones de falla

Carga de Vviento
parqueado y con
maxima exposicion

Vhub = Vref

La turbina esta

cargada con la

exposicion menos
favorable.

Transporte, montaje,
mantenimiento y

A establecer por el
fabricante

reparacion

Figura 1.6. Casos de cargas en el aerogenerador.
Fuente: [12].

1.5 Antecedentes

Para el andlisis dindmico ya sea de un alabe o para cualquier componente del aeroge-
nerador, se emplea el método de los elementos finitos que se basa en un método numérico
general para la aproximacion de soluciones de ecuaciones diferenciales parciales, tam-
bién se aplica el método de andlisis modal el cual tiene como objetivo la estimacién de
propiedades dinamicas como las frecuencias naturales y formas modales. En esta seccion
se presenta antecedentes de la aplicacién de estos dos métodos para realizar el andlisis
dindmico.

El proyecto realizado por Palacios [13] presenta un andlisis dindmico a un alabe de un
aerogenerador de baja potencia, aplicando y comparando dos métodos, el método de ele-
mento finito, el cual consistid en simular en el software ANSYS el analisis dinamico de
la pala y asi determinar las frecuencias naturales y formas modales. Estos resultados ob-
tenidos fueron validados con el método de anélisis modal experimental, el cual consistié
en excitar a la pala con un martillo instrumentado, mediante unos sensores que previa-
mente al impacto fueron puestos en puntos sensibles a vibracion. Las vibraciones son
leidas, donde las sefiales son enviadas a un amplificador el cual las procesa y determina
las frecuencias de cada una de ellas. El objetivo de obtener los resultados, fue primero
con la finalidad de comparar los métodos, para observar su confiabilidad, también con el
propdsito de determinar si a una velocidad nominal de aerogenerador, la pala no entra en
resonancia de acuerdo a las frecuencias determinadas.

En la referencia [14] tuvo como objetivo en determinar la correlacion entre los valores
tedricos y los experimentales de las frecuencias naturales de una viga en una condicién de
frontera. Donde los valores tedricos se calcularon utilizando la teoria de vigas de Euler-
Bernoulli [15], y experimentalmente se construyd un modelo fisico de la viga, donde se
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efectuaron ensayos, y se aplicaron las técnicas del método de andlisis modal experimen-
tal con el golpe del martillo instrumentado, y mediante un analizador TRF (Fast Fourier
Transform) procesaron las sefiales leidas por el acelerometro.

La referencia [16] presenta un anélisis dindmico a un alabe de aerogenerador de ba-
ja potencia de 5 kW. En dicho anélisis se determinaron los pardmetros de la frecuencia
natural y los 3 primeros modos de vibracién de la pala de aerogenerador. Los métodos
utilizados fueron el método de elementos finitos, el cual consistié un analisis mediante la
simulacion en el software ANSYS Multiphysics, y la implementacion del analisis modal
de forma experimental, utilizando un acelerémetro, para medir las vibraciones. Compa-
rando las frecuencias naturales de los tres primeros modos de vibracién se determiné que
los resultados de forma experimental fue mayor que los resultados obtenidos con el méto-
do de elementos finitos, habiendo una diferencia de 1.2 Hz a 4.1 Hz.

En este proyecto se realizard el anélisis dinamico aplicando el método de elemento
finito y anélisis modal experimental, al igual que los trabajos consultados, pero la dife-
rencia que se resalta en este nuevo proyecto de andlisis dindmico, es la implementacion
del método 6ptico basado en los métodos de triangulacion 6ptica. El cual, mediante el
andlisis de la imagen de un laser proyectado sobre la superficie de la pala en vibracion, se
determinan las trayectorias de vibracion, las frecuencias naturales y las formas modales.

1.6 Planteamiento del problema

El rotor es el primer conversor de energia en un aerogenerador, siendo las alabes un
elemento importante ya que estas aprovechan la energia cinética del viento, y por lo tanto
deben soportar los esfuerzos producidos por este. Dichas alabes estardn sometidas a fuer-
zas alo largo de su vida util y por tal motivo deben garantizar un adecuado funcionamiento
y seguridad para evitar accidentes por lo que se deben realizar pruebas estructurales en
bancos de ensayos, estos ensayos de las palas a escala real suministran informacion para
optimizar y validar los disefios, al igual que realizar proyecciones de su vida util y correc-
ciones de modelos tanto de simulacién como los de disefio.

Para poder realizar dichas pruebas a las alabes, en el laboratorio de Energia Edlica se
construy6 un banco estructural, para realizar pruebas estructurales a alabes de aerogene-
radores de baja potencia con longitudes no mayores de 5 m, en el se realizan las pruebas
estdticas determindndose pardmetros como: deflexion, y torsion, estos dos dltimos se de-
terminan con el método de triangulacién 6ptica.

Adicionalmente la misma técnica Optica puede ser util para realizar las pruebas dinami-
cas, por lo que en este trabajo el objetivo principal se centra en el uso de la técnica Optica
para determinar la frecuencia natural, forma modal (trayectoria de vibracién) y el factor
de amortiguamiento. La técnica se basa en la proyecciéon de un punto de luz laser sobre
la superficie de la pala, una cdmara captura la imagen y se procesa e interpreta la infor-
macion capturada, para asi obtener los resultados de una prueba dindmica. Con esto se
pretende validar los disefios desde un punto de vista dindmico.
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1.7 Justificacion

En la actualidad el laboratorio de energia edlica, ubicada en la Universidad del Ist-
mo cuenta con un banco de ensayos, donde se realizan pruebas estaticas, pero ain no se
implementan las pruebas dindmicas. Entonces para que el banco de pruebas este com-
pletamente equipado para caracterizar las palas, se deben implementar los métodos para
realizar los andlisis dindmicos, los cuales son el método de andlisis modal experimental
y se pretende implementar un método 6ptico con la capacidad de medir las frecuencias
naturales y formas modales. Con esto las palas que fuesen diseiiadas y manufacturadas
en la misma Universidad u otra Institucién, podrian validar sus disefios antes de poder
instalarlas, mediante los anélisis estaticos y dindmicos.

Con los parametros que se obtienen de las pruebas, se pueden describir las propiedades
de las palas, con las cuales se puede determinar la rigidez de la misma, y validar estos
datos con los parametros de disefio. Todos los ensayos tanto estaticos como dindmicos
estdn descritos en la norma IEC 61400-23, desarrolladas por la Comision Internacional
de Electrotecnia (IEC).

1.8 Objetivos

1.8.1 Objetivo general

Caracterizar el comportamiento dindmico de las dlabes de un aerogenerador de pe-
quena potencia utilizando el andlisis modal experimental para determinar las frecuencias
naturales y sus formas modales mediante la implementacién de un método de contacto
optico y validar los disefios de las palas que se manufacturan.

1.8.2 Objetivos especificos

1. Indagar sobre la teoria referente a andlisis de vibraciones y procesamiento de imége-
nes.

2. Analizar el comportamiento dindmico de las palas utilizando el método del elemen-
to finito para determinar las frecuencias naturales y sus formas modales.

3. Instrumentar el banco de pruebas para la implementacion del método de medicion
Optica.

4. Analizar el comportamiento dindmico de la pala utilizando anélisis modal experi-
mental en banco de prueba para determinar las frecuencias naturales y sus formas
modales, validando y comparando los resultados mediante la prueba del martillo y
la prueba Optica.

5. Analizar los resultados y documentar las pruebas dindmicas experimentales.




Capitulo 2

Fundamento teorico

2.1 Vibraciones

Una vibracién es el movimiento periédico de un cuerpo o sistema de cuerpos conec-
tados desplazados de una posicion de equilibrio. Las vibraciones se pueden clasificar en
libres y forzadas, ambas pueden ser no amortiguadas o amortiguadas [17].

2.1.1 Vibraciones libres no amortiguadas

Cuando un sistema vibra por si mismo después de una perturbacion inicial, la vibra-
cion resultante se conoce como vibracion libre, y se dice que es no amortiguada cuando no
se consideran los efectos de friccion en el anélisis. La vibracion libre se puede representar
con el esquema simple de masa resorte como se observa en la Figura 2.1a.

Posicidn de
equilibrio H," = me
. (o]

S

‘ VaTaYaVaVaWiW.W,. -
Y Y VVVVYY m < .

(a) (b)

Figura 2.1. a) Esquema de vibracién no amortiguada y b) diagrama de cuerpo libre.
Fuente: [17].

La trayectoria del movimiento dependiente del tiempo del bloque puede determinarse
con la ecuaciéon del movimiento al bloque cuando estd en la posicién desplazada z. De
acuerdo al diagrama del cuerpo libre de este tipo de vibraciones, la fuerza elastica F' = kx
esta dirigida hacia la posicién de equilibrio, mientras que se supone que la aceleracién
actda en la direccion del desplazamiento positivo como se observa en la Fig. 2.1b y como
la aceleracion es la segunda derivada del desplazamiento, la ecuacion del movimiento se
representa con la ecuacion 2.1.

F+wlr=0 2.1)

donde w representa la frecuencia natural a la cual esta vibrando el sistema.

10
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2.1.2 Vibraciones libres amortiguadas

En este tipo de vibraciones libres se toman en consideracion los efectos de friccién o
amortiguacion en el sistema. El movimiento vibratorio de un cuerpo o sistema que tiene
amortiguacion se puede caracterizar por un sistema de bloque, resorte y un amortigua-
miento como se muestra en la Figura 2.2.

Punto de
equilibrio

Figura 2.2. Esquema de vibracién libre amortiguada.
Fuente: [18].

La ecuacién de movimiento que describe la vibracion del sistema se representa con
la ecuacién 2.2. Donde c es el coeficiente de amortiguacién la cual provoca que el movi-
miento del sistema disminuya y m es la masa del cuerpo.

mi + ci + w?x =0 (2.2)

Un pardmetro importante en este tipo de vibraciones es el factor de amortiguacion
critica, ésta nos indica el tipo de amortiguamiento que esta actuando en el sistema y es
representado con la ecuacidn 2.3.

ce = 2mn/k/m = 2muw, (2.3)

Donde c. es el factor de amortiguamiento critico, £ es la constante de elasticidad y w,
es la frecuencia natural del sistema. Hay tres tipos de sistemas libres amortiguados:

= Sistema sobreamortiguado. Se presenta cuando ¢ >c.. En este tipo de sistemas el
movimiento es no vibratorio. El efecto de amortiguacion es tan fuerte que cuando
el bloque se desplaza y queda libre, simplemente regresa a su posicion original sin
oscilar.

= Sistema criticamente amortiguado. Si ¢ = c.. En esta situacion representa una
condicion en la que c tiene el valor minimo necesario para hacer que el sistema sea
no vibratorio.

= Sistema subamortiguado. En este tipo de sistemas con mucha frecuencia ¢ < c,.
En este caso el sistema comienza a tener un movimiento oscilatorio y con el paso
del tiempo las amplitudes de dicha vibracion disminuyen, este comportamiento se
representa con la ecuacion (2.4).

X = D[e” 2™ sen(wqt + ¢)] (2.4)

11



2. Fundamento teorico

donde D y ¢ son constantes, y son determinadas a partir de las condiciones iniciales
del sistema, y wy es la frecuencia natural amortiguada determinada con la ecuacion
(2.5), en donde ¢/c, es el factor de amortiguacion.

wg =/ (k/m) — (¢/2m)? = w,\/1 — (¢/c.)

(2.5)

En la Figura 2.3 se muestra el comportamiento de una vibracion libre subamortigua-
da el cual esta descrita por la ecuacion (2.4). Donde el limite inicial del movimiento
esta denotada por la constante D.

Al — [pe—leZmp

Ty = D[e e misen (it + B)]

Figura 2.3. Comportamiento de una vibracion libre subamortiguada.

Fuente: [17].

2.1.3 Vibracion forzada no amortiguada

En el sistema de bloque y resorte que se muestra en la Figura 2.4 constituye a un

)

modelo que representa las caracteristicas vibratorias de un sistema sometido a una fuerza
periddica F' = F{ sin wyt. Esta fuerza tiene una amplitud de F{ y una frecuencia forzada

Posicion de
equilibrio
o —]

AANANANNN A F = Fysinmgt

Y VY VYWY

Figura 2.4. Esquema de una vibracién forzada no amortiguada.

Fuente: [17].

Aplicando la segunda ley de Newton se tiene que la ecuacion (2.6) describe el movi-

miento del sistema. Y al resolver esta funcion diferencial se tiene el comportamiento de
las amplitudes de dicha vibracién (ecuacion (2.7)).

i+ w?r = Fysin(wt) (2.6)

12
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x = Lok - sin(wot) 2.7)

1 — (wo/wn)

en donde X es la amplitud de la vibracion, Fj es la fuerza que desplaza al sistema, &
la constante de elasticidad, y wy es la frecuencia forzada que se anade al sistema y w,, es
la frecuencia natural del sistema.

En este tipo de vibraciones se afiade un pardmetro importante que es el factor de
amplificacion (M F') la cual se define como la relacion de amplitud de la vibracion de
estado continuo (X)), a la deflexién estatica (Fy/k), producida por la amplitud de la fuerza
periodica (F(), por lo tanto para determinar el factor de amplitud se tiene la ecuacion 2.8.

X 1

M = = T oo

(2.8)

En la Figura 2.5 se observa graficamente el comportamiento de esta ecuacion, en ella
se observa que si la fuerza o desplazamiento se aplica con una frecuencia proxima a la
frecuencia natural, es decir, wy/w, =~ 1 la amplitud de vibracién llega a ser extremada-
mente grande. Cuando llega a ocurrir esta situacién se le conoce como resonancia, la
cual en la practica este fendmeno da lugar a esfuerzos mayores y a la rdpida fallas de los
componentes del sistema.

MF

| ]
4] I T T,,)
3

(o == ay)

Figura 2.5. Comportamiento del factor de amplitud.
Fuente: [19].

2.1.4 Vibracion forzada amortiguada

En este tipo de vibraciones forzadas se toma en consideracion el factor de amorti-
guamiento, afiadiendo un amortiguador al sistema. De la Figura 2.5, se tiene la ecuacion
(2.9), la cual describe el movimiento del sistema, incluyendo el factor de amortiguamiento
denotado por la variable c.

13
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mi + ci + w?x = Fysinwot (2.9)

Al resolver la ecuacion diferencial, se obtiene el comportamiento de las amplitudes
denotado por la ecuacion 2.10. En este tipo de sistema, el factor amplificacion va en fun-
cion del factor de amortiguamiento. En la Figura 2.6 se observa que el factor de amplitud
aumenta cuando el factor de amortiguacion disminuye. En estos tipos de vibraciones el
efecto de resonancia ocurre cuando el valor del factor de amortiguamiento es igual a cero,
y la relacion de frecuencias es igual a 1.

(Fo/k)
[1 = (wo/wn)]? + [2(¢/ ce(wo/wn))]?

en donde C., es el factor de amortiguamiento, c el coeficiente de amortiguacion, wy es
la frecuencia forzada que perturba al sistema, y w,, es la frecuencia natural del sistema.

X = (2.10)

Figura 2.6. Factor de amplitud en vibracién forzada amortiguada.
Fuente: [22].

2.2 Analisis de vibraciones

Actualmente las mediciones de las vibraciones son de vital importancia dado que son
utiles para varias aplicaciones. Una de las aplicaciones es observar las condiciones de
fiabilidad de cualquier maquinaria o sistema mediante el andlisis de las vibraciones. Otra
aplicacion es monitorear las vibraciones debidos a los fendmenos naturales, esto para el
disefo de estructuras u otros sistemas que se requieran instalar en un sitio dado.

El método de mediciéon de cualquier vibracién se reduce en una transformacién de
movimientos mecanicos a una sefial eléctrica por medio de dispositivos llamados trans-
ductores. Esta sefial se amplifica con un convertidor de sefal y por ultimé estas sefiales
son llevadas a un sistema de computo para poder visualizar los resultados. Cabe recalcar
que en este método el primer paso es la seleccion del transductor ya que este registrard
las vibraciones que nosotros queramos monitorear.

14
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2.2.1 Transductores

Un transductor es un dispositivo que transforma valores de variables fisicas en sefiales
eléctricas equivalentes [19]. Hay varios tipos de transductores disponibles, algunos de
ellos son menos ttiles que otros debido a su no linealidad o respuesta lenta. Actualmente
existen varios tipos de transductores de los que se destacan:

= Resistencia variable. La transformacion a una sefial eléctrica en estos tipos de
transductores se genera mediante la deformacién de una resistencia eléctrica, esta
se moldea o sea va deformando debido a la magnitud de los movimientos mecanicos
que estén actuando sobre el transductor.

= Piezoeléctricos. Estos dispositivos se caracterizan por utilizar materiales piezo-
eléctricos, estos materiales generan una carga eléctrica cuando se someten a una
deformacién o carga mecénica. Estos tipos de transductores son especialmente para
medir aceleraciones.

= Electrodinamicos. El funcionamiento de estos transductores se basa en generar un
voltaje mediante el movimiento de una bobina dentro de un campo magnético, el
cual es generado por imanes. Estos dispositivos son especialmente para medir las
velocidades.

» Transformador diferencial variable lineal. El principio de funcionamiento de es-
tos transductores consiste en generar la sefial eléctrica mediante el voltaje inducido
de dos bobinas, en el cual se genera y se varia por el movimiento axial de un nicleo
dentro de las bobinas, y donde el campo magnético es provocado por un voltaje
inducido por una tercera bobina.

2.2.2 Detectores de vibracion

Estos transductores por si solo procesan la sefial, pero cuando se junta con otros dis-
positivos se comienza a medir las vibraciones. Dependiendo del tipo de vibraciones que
se quieran obtener, se pueden aplicar unos de los siguientes dispositivos.

= Vibrémetro. También se les conoce con el nombre de sismdgrafo. Estos disposi-
tivos son de gran utilidad para medir el desplazamiento de un cuerpo vibratorio.
Donde su principio de funcionamiento consiste en determinar el desplazamiento de
una masa suspendida por un resorte y un amortiguador con respecto a la base de
una jaula.

= Acelerometro. Estos tipos de dispositivos sirven para medir las aceleraciones de un
cuerpo vibratorio, donde su principio de funcionamiento es del tipo piezoeléctrico.
A partir de la lectura de estas aceleraciones se pueden determinar la velocidad y el
desplazamiento mediante la integracion de estas sefiales. Cabe destacar que estos
instrumentos son de gran aplicacidn por su tamafio y por su alta sensibilidad para
medir vibraciones.

= Velometro. Son de utilidad para medir la velocidad de un sistema o cuerpo vibra-
torio.

15
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2.2.3 Principio de funcionamiento del acelerometro piezoeléctrico

Los acelerémetros piezoeléctricos se caracterizan por su uso de materiales que al de-
formarlos o aplicarles una carga generan un voltaje. El sistema estd compuesto de una
masa y resorte la cual esta unida a la base del acelerémetro, asi como se observa en la

Figura 2.7.
Amplificador, =
S Resorte

| - [ L
‘ g Masa Sismica
- —Elemento Cristal

— Base

" Boton de Montajes

Figura 2.7. Componentes de un acelerdmetro piezoeléctrico.
Fuente: [20].

Cuando el acelerometro se somete a vibracion, se genera una fuerza que actiia sobre
el elemento piezoeléctrico, esta fuerza es igual al producto de la aceleracion a y la masa
sismica m (ecuacion (2.11)).

F=m=xa (2.11)

Debido al efecto piezoeléctrico se genera una salida de carga proporcional a la fuerza
aplicada, como la masa sismica es constante, la sefial de salida de carga es proporcional
a la aceleracion de la masa, esto se pude observar de forma gréfica en la Figura 2.8. En
un amplio rango de frecuencias, tanto la base del sensor como la masa sismica tiene la
misma magnitud por lo que el sensor mide la aceleracion del objeto de prueba.

A

A= area de electrodo.
d d=espesor.

F=fuerza.

g=carga.

u=voltaje.

Figura 2.8. Efecto piezoeléctrico.
Fuente: [21].

El elemento piezoeléctrico estd conectado a la salida del sensor a través de un par de
electrodos. Esta sefial de salida esté relacionada a la aceleracion, donde se puede decir
que de acuerdo a la fuerza con que se mueve el sistema, este reacciona convirtiendo el
movimiento en voltaje eléctrico por medio del cristal, lo cual nos brinda una relacién
fuerza y voltaje. Cuando se aplica una fuerza de 1 Newton, el sistema nos brinda 1 volt,
y con la relacion de la ecuacion (2.11), se sustituye el valor de la masa y se encuentra el
valor de la aceleracion dado en m /s>
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Los pardmetros de salida del sensor estdn dados por las siguientes ecuaciones:

q = (33d)(F) (2.12)
_ (d33)(d)

u = ¢33(A) F (2.13)

F=ma (2.14)

Bajo el principio de masa y resorte como se observa en la Figura 2.9, la fuerza (F')se
puede determinar a partir de una constante de rigidez (k) y un desplazamiento () que
sufre el material eldstico debido a una fuerza aplicada como el peso.

k = constante de rigidez l;

‘ F = fuerza de restauracion

I x = desplazamiento

4 - A
Aceleracién / Masa l‘\

Figura 2.9. Esquema de masa-resorte.
Fuente: [21].

Donde la fuerza se puede determinar como:

F=Fkx (2.15)

Donde:
k = constante de rigidez.
x = desplazamiento de la masa

Sustituyendo la ecuacion (2.15) en (2.14) se obtiene la aceleracion (a).

k*x

(2.16)

a =
m

Por lo tanto, las lecturas que obtenemos a la salida del acelerémetro son mediciones
en unidades de m/s®. Para obtener estos datos es necesario una tarjeta de adquisicién o
un convertidor analégico.

2.2.4 Instrumentos de medicion de frecuencias

El andlisis de la obtencion de estos resultados de vibracion es la determinacion del
efecto de resonancia que va a acorde a la determinacion de las frecuencias naturales de
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dichos sistemas. Hay dispositivos que ayudan a obtener de manera directa estas frecuen-
cias del sistema, estos se denominan medidores de frecuencia dentro de los cuales se
clasifican en dos clases:

= Tacometro de Fullarton. Su funcionamiento consiste en la colocacion de un ex-
tremo de una lengiieta en cual esta sujetado a un mecanismo de tornillo, y con una
masa en su otro extremo, en cuerpo vibratorio, tal como se muestra en la Figura
2.10a . Y la variacién de la amplitud de deflexion del extremo con la masa, deter-
mina la frecuencia natural. Cabe indicar que la lengiieta esta graduada en unidades
de la frecuencia natural.

= Tacometro de Franhm. En la Figura 2.10b se observa un esquema de este tipo
de tacometro. Dicho dispositivo se compone de varias lengiietas donde cada una
equivale a una frecuencia natural. Entonces al colocar el dispositivo en el cuer-
po vibratorio todas las lengiietas empiezan a tener un cambio de amplitud, y para
determinar la frecuencia natural se observa cudl de ellas estd experimentando una
mayor amplitud.

5]
5]
a

2

)
8]
a

7]
o
)

(a) (b)

Figura 2.10. a) Tacémetro de Fullarton y b) tacometro de Franhm.
Fuente: [19].

2.2.5 Excitadores de vibracion

El andlisis de las vibraciones no es exclusivamente en la aplicacion de maquinas o
sistemas industriales, también se pueden llevar a cabo en la caracterizacion dindmica de
un cuerpo, dichas pruebas se realizan en laboratorios convencionales. Una de las nove-
dades que surgen en estos laboratorios es que se pueden controlar las intensidades de las
vibraciones, para ello surgen los dispositivos excitadores de vibracién, donde hay varios
tipos, pero los mas aplicables son los de tipo:

= Mecanicos. Para provocar vibraciones de bajas frecuencias, se utilizan los exci-
tadores que perturban el cuerpo mediante una fuerza de inercia o un mecanismo
que provoca una fuerza por medio de un resorte eldstico asi como se observa en
la Figura 2.11. Y para generar vibraciones de altas frecuencias se utilizan disposi-
tivos que comprenden el giro de una masa respecto a un eje, simulando un motor
desbalanceado, provocando esto una fuerza desbalanceada.
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i

=
F = me’rsen ot oo
/Z/

¢ x(f) = rsen wi

Figura 2.11. Excitador mecénico.
Fuente: [19].

= Electromagnético.En la Figura 2.12 se observa un excitador electromagnético co-
nocido también como electrodindmicos, estos provocan las vibraciones mediante
una fuerza agitadora. La fuerza se provoca mediante la generacién de un campo
magnético el cual se produce mediante el paso de la corriente en una bobina ubi-
cada entre un par de imanes. Por lo tanto, la fuerza agitadora del dispositivo se
controla mediante la variacion de la corriente que pasa por la bobina. Estos tipos
de excitadores se utilizan especialmente para la generacion de vibraciones de bajas
frecuencias.

Figura 2.12. Excitador electromagnético.
Fuente: [23].

2.2.6 Analisis de senales

Después de excitar a un cuerpo para hacerlo vibrar, y mediante los transductores o
dispositivos de medicidn de vibraciones recibir toda la informacién de dicho fenémeno,
se necesita un andlisis de todo el monitoreo de vibraciones que se hayan obtenido, y de
esa manera poder interpretar mejor los resultados de dichas lecturas. Para ello existen
algunos dispositivos que se encargan de analizar dicha informacion los cuales son los
analizadores de espectros que en este caso son las mediciones de las vibraciones. El ana-
lizador de espectros se encarga de organizar y de analizar todas las vibraciones que estan
en funcién del tiempo, para que al final nos muestre graficamente el comportamiento de
las vibraciones en funcidn de las frecuencias que hay en el sistema como se muestra en la
Figura
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Aceleraziin A pelraeidn
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7 Frecsencia

‘ 25

(a) (b)

Figura 2.13. a) Sefial recibida en funcion del tiempo, b) Sefial después de aplicar el analiza-
dor de vibraciones en funcién de las frecuencias.
Fuente: [19].

2.2.7 Analisis dinamico

Cada uno de los dispositivos que son utilizados para medir e interpretar las vibracio-
nes, como ya se menciond se aplican en la caracterizacion de sistemas como maquinas o
estructuras, esto conlleva a realizar pruebas dindmicas, el cual consiste en determinar la
deformacion de dicho sistema a una frecuencia critica, y asi determinar el comportamien-
to dindmico de dicho sistema. Hay dos métodos para realizar dichas pruebas dindmicas
las cuales son:

= Uso de mediciones operacionales de deflexion. Este método consiste en realizar
las mediciones en condiciones de operacion del sistema, teniendo teéricamente vi-
braciones forzadas. Estas mediciones se efectian mediante la determinacion de la
diferencia de fase en las mediciones de referencia y mediciones variantes. Estas
mediciones son realizadas con acelerdOmetros colocados en el sistema, donde un
acelerometro es puesto en un punto sin movimiento el cual sirve como referencia
y otro aceleroémetro se ubica en el punto donde exista una vibracién. Y al registrar
estas mediciones se obtiene el comportamiento dindmico del sistema cuando esta
en operacion.

= Analisis modal experimental. El propdsito de este tipo de pruebas dindmicas es
determinar las frecuencias naturales, modos de vibracién y factor de amortigua-
miento. El objetivo de determinar estos pardmetros es observar el fendmeno de
resonancia, el cual es provocado cuando la frecuencia forzada se iguala a la fre-
cuencia natural del sistema. Para realizar estas pruebas es necesariamente la imple-
mentacion de los siguientes componentes:

» Excitador. El propdsito de este dispositivo es provocar una vibracién a un
cuerpo o sistema. Unos de los mas utilizados son el excitador electromagnéti-
coy el martillo de impacto. Una de las ventajas del excitador electromagnético
es que puede ejercer fuerzas mayores a las que puede dar el martillo de im-
pacto.

* Transductor. Los més utilizados en este tipo de pruebas son los conocidos
transductores piezoeléctricos, conocidos como acelerometros.

» Amplificador de seiiales. Se utiliza este tipo de dispositivos dado que la sefial
en la salida del transductor es baja y por lo tanto no lo recibe directamente el
analizador de sefales.
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* Analizador de senales. Después de que la seial del transductor pasa por un
amplificador esta es enviada a un analizador de sefiales, donde uno de los
analizadores comunmente usados es el analizador de transformada rdpida de
Fourier. Las sefiales analizadas ayudan a determinar las frecuencias naturales,
relacion de amortiguamiento y modos de vibracion.

En la Figura 2.14 se puede observar de una manera particular la implementa-
cion de los componentes mencionados de una prueba de andlisis modal, donde
se realiza la caracterizacion estructural de una carcasa de automovil, el cual
se encuentra suspendida y se le provoca una vibracién mediante el agitador
electromagnético, y mediante un acelerometro que mide las vibraciones envia
las sefiales al amplificador donde posteriormente es llevada al analizador de
espectros, para que por ultimo los resultados se puedan visualizar en sistema
de cémputo.

[ Listructura ]-
2 < 7 ™
Iransductor _ 3 | L
de Muerza '-1,“ ~—— Acelerometro
l A
®
Excitador (agitador) —s/] — N
Y,
\ ]
Acondicionador de j LTI gy
sicndlcjr (amplificador | S
de potenein)
I ® @
7 \
Zo W, T
] Analizador de espectros (171717
Computadora (adquie datos v guarda
las funciones de respucsta de la frecucneia

Figura 2.14. Esquema general de una prueba de andlisis modal.
Fuente: [19].

2.3 Vibracion lateral en vigas

Considerando el diagrama de cuerpo libre de un elemento de la viga que se muestra
en la Figura 2.15, donde M (x,t) es el momento de flexién, V' (z,t) es la fuerza cortante,
y f(x,t) es la fuerza externa por unidad de longitud de la viga [22].

La fuerza de inercia que actia en el elemento de la viga es:

2
pA(x)dxaa—;U(x, t) (2.17)

Aplicando las ecuaciones de movimiento al elemento diferencial, se tiene lo siguiente:

+1XF, = (SF); (2.18)
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fixt)
2 fr\'r,i’ M{xé mme >M(x,!'.)+dM(x,.{}

jﬁ = _tELH[ | F """" l

- n(xf‘]: - =TT V{x D+ dVx )
B W (x‘t) e

i X R T
v — X - w x| ‘
[ T f *y

(a) (b)

Figura 2.15. a) Viga deflexionada y b) Elemento de la viga deflexionada.
Fuente: [22].

2

V4 dV) + f(o t)de 1V = pA(2)d aa;j (2.1) 2.19)
0w

—dV + f(z,t)dx = pA(z)dx 5 —(z,t) (2.20)

donde p es la densidad de masa 'y A(x) es el drea de seccion transversal de la viga. La
ecuacion de movimiento con respecto al eje y, que pasa por el punto O representada por
la Figura 2.15b nos queda de la siguiente manera:

+ XM, = (EM,); (2.21)
(M +dM) — (V 4+ dV)dx + f(a:,t)dxd—; —M=0 (2.22)
dx
dM — (V +dV)dx + f(a:’,t)d:c; =0 (2.23)
donde oV Y
dV = —dx y dM = —-dx (2.24)
ox ox

sustituyendo la ecuacién (2.24) en (2.20) y (2.23).

ov *w
- a—dx + f(z,t) = pA(z)dz 5 —(z,t) (2.25)
oM ov dx

De la ecuacion (2.26) se desprecian los términos que implican segundas potencias en
dz, y despejando la variable V.

a—de —Vdr =0 2.27)
ox
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oM
V= (2.28)
O
sustituyendo la ecuacién (2.28) en (2.25), y dividiendo todo entre dx nos queda la

siguiente ecuacion.

*M 9*w
L ) = pAw)is S 2.29)

De acuerdo con la teoria elemental de flexion de vigas (conocida como teoria de vigas
delgadas o de Euler-Bernoulli), la relacion entre el momento de flexion y la deflexion se
expresa como:

2
M(z,t) = Bl(z )g (1) (2.30)

donde £ es el modulo de Young o modulo de elasticidad e /() es el momento de
inercia del elemento. Sustituyendo la ecuacion (2.30) en (2.29) obtenemos la ecuacion de
movimiento para la vibracién forzada de una viga no uniforme.

BT )]+ pA) D 1) = ) @31

suponiendo que la seccion transversal de la viga es constante y que la vibracion con
la que estamos trabajando es libre, donde f(z,t) =0

0w (z,t) 0*w

El(x) = 5+ pA() 5 (2,1) = 0 (2.32)

dividiendo todo entre pA(x)

4 2
Bl() — dw(zt) %;:(x,t) —0 (2.33)

considerando que ¢? =

, la ecuacion de movimiento nos queda de la siguien-

te manera:

2 Mw(z,t) 0w

it o (@) =0 (2.34)

2.3.1 Condiciones iniciales

Dada que la ecuacién involucra una derivada de segundo orden con respecto al tiempo
y una derivada de cuarto orden con respecto a x, en consecuencia son necesarias dar
dos condiciones iniciales y cuatro condiciones de frontera para encontrar una solucién
tnica para w(x,t) Usualmente, los valores de desplazamiento lateral y velocidad son
especificadas como wy(z) y wo(z) en t = 0, asi que las condiciones iniciales son:

w(z,t =0) = wy(z) (2.35)
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ow(x,t =0)

5 = iy () (2.36)

2.3.2 Solucion de vibracion libre

La solucién de vibracion libre se determina con el método de separacién de variables
como:

w(x,t) =W(z)T(t) (2.37)
ow(z,t)  OW(x) o Q'w(x,t)  0'W(x)
g or L@ g~ gm 1@ (2.38)
ow(z,t) or(t)  w(z,t) 0?T(t)
o VO e V5 (2.39)

sustiyendo la ecuacion (2.38) y (2.39) en la ecuacion (2.34) y reordenando se obtiene
la siguiente ecuacion:

¢ dW() 1 PTE) _ (2.40)

W) da*  T() o

De la ecuacioén (2.40) se obtienen las siguientes dos ecuaciones:

4
0 g;(f) — AW (z) =0 (2.41)
2
0 67; Sf) +w?T(t) =0 (2.42)
donde )
gt = “;’—2 (2.43)

La ecuacion (2.42) corresponde a una ecuacion de segundo orden del tipo homogénea
cuya solucion puede ser expresada como:

T(t) = Acoswt + Bsinwt (2.44)

donde A y B son constantes que se pueden determinar a partir de las condiciones
iniciales. Para la solucién de la ecuacion (2.41), se supone que es del tipo:

W(z) = Ce*™ (2.45)

donde C'y s son constantes. Derivando la ecuacién (2.45) con respecto a = hasta la
cuarta derivada.

oW (z)

o = Cs'e” (2.46)
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sustituyendo la ecuacién (2.45) y (2.46) en (2.41) nos queda
Cs'es — BiCe™ = 0;Ce*z(s* — p*) =0 (2.47)
Dado que el termino C'e®x # 0, entonces:
st—pt=0, s'=pt (2.48)
Donde las raices de ecuacion (2.48) son:
s12==EB, s34 =%if (2.49)
De aqui que la solucion de la ecuacién (2.41) es
W(zx) = CLeP" + Che™P + Cye®® 4 CyeP? (2.50)

donde C1, Cs, C5, Cy son constantes. La ecuacidn (2.50) se pueda expresar también
como:

W (x) = C cos Bz + Cysin fx 4+ C3 cosh Bz + Cy sinh Sz (2.51)
W (z) = Cy(cos Bz + cosh fx) + Cy(cos Sz — cosh Sx)
+ C5(sin Sz + sinh fz) + Cy(sin Sz — sinh fx) (2.52)

Las constantes C', Cy, C3 y C4 se determinan a partir de las condiciones limite. Las
frecuencias naturales de la viga se calculan con la siguiente ecuacion:

2 ﬂ_ o | BI
w =04 oq = B0 (2.53)

2.3.3 Frecuencias naturales y forma modal de una viga con extremos

empotrados y libre

-Frecuencias naturales
Para encontrar las frecuencias naturales y formas modales, hay que establecer las condi-
ciones de frontera del sistema a analizar, donde los extremos de la viga estdn empotrado
y libre como se observa en la Figura 2.16.

7
2
Z

Figura 2.16. Viga con extremos empotrado y libre.
Fuente: Elaboracion propia.

En el extremo empotrado, el momento flexionante y la fuerza cortante tienen el si-
guiente valor.

25



2. Fundamento teorico

Deflexiéon = w(z = 0) = 0; (2.54)

D*w(x =0)
0x?

Y en el extremo de la viga cuando x = 0 el momento de flexion y la fuerza cortante
se establece de la siguiente manera:

Momento de flexion = ET =0 (2.55)

2

Momento flexionante = E[ﬁau;gx) =0 (2.56)
2

Fza.cortante = %(Efag;(f)) =0 (2.57)

Evaluando las condiciones de frontera cuando x = 0 en la ecuacién (2.51), nos queda
de la siguiente manera:

W:0:>02+04:0:>C4:—02 (2.59)

Determinando la segunda y tercera derivada de la ecuacién (2.51), y evaluando las
condiciones de frontera cuando x = L en ellas se obtiene:

GQ;ZSJ) = —Ci cos Bz — Cysin fzf? + Cy cosh frp” + Cysinh frf*  (2.60)
% = (Cycos BL + Cysin L — Cy cosh BL — Cysinh BL =0 (2.61)
83184:C§$) = O} sin fzB* — Cy cos BB + Cssinh BB + C4 cosh Bx3? (2.62)
% = (Cysin 8L — Cycos L — Cysinh L — Cycosh L =0 (2.63)

Ordenando las ecuaciones en una matriz queda de la siguiente manera:

cos(BL) + cosh(BL)  sin(BL) + sinh(5L) ( Ch ) _ ( 0 )
sin(fL) — sinh(SL) — cos(BL) — cosh(5L) Cy 0

J/

-~

A

Para el caso de una solucion no trivial el determinante A = 0. Por lo tanto el determi-
nante queda:

(cos(BL) + cosh(BL))?* — (—sin*(BL) + sinh*(BL)) = 0 (2.64)
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cos®(BL) + 2cos(BL) cosh(BL) 4 cosh?*(BL) + (sin?(BL) — sinh*(BL)) =0 (2.65)

Aplicando las identidades trigonometricas cos?(z)+sin?(x) = 1y cosh?(z)+sinh?(z) =
1 1a ecuacidn (2.65) se reduce a la siguiente expresion:

cos(BL)cosh(BL) = —1 (2.66)
Determinando las primeras cuatro raices de la ecuacién (2.66), tenemos:

B L = 1,875104; BoL = 4,694001; B3 L = 7,854757; 34 L = 10,9955 (2.67)

sustituyendo estos valores en la ecuacion (2.53) se obtienen las frecuencias naturales.

- Trayectoria de vibracion o forma modal
Despejando C5 de la ecuacién 2.60 nos queda:

_ —Ci(cos(BL)) 4 cosh(BL)
C2 = sin(fL) + sinh(5L) - (2.68)

Y sustituyendo por ultimo la ecuacién 2.68 en la ecuacion 2.52 se obtiene la ecuacion
que describe la trayectoria de vibracion.

W (z) = Cy[cos(Bz) — cosh(Bx) + a(sin(fx) — sinh(Sz)] (2.69)

Mostrando la ecuacion 2.69 de forma general.

W(x) = Cy,lcos(Byx) — cosh(B,2) + ap(sin(fyx) — sinh(5,x)] (2.70)

donde

—(cos(B,L)) + cosh(p,L)
sin(B, L) + sinh(8,L)

Por lo que el modo normal de vibracion de una viga con extremos empotrada y libre
se representa con la siguiente ecuacion.

(2.71)

q1p =

w(z,t) = W(z) (A, cos(wnt) + By sinwyt) (2.72)

2.4 Amortiguamiento

Otro pardmetro que se presenta en las vibraciones es el coeficiente de amortiguamien-
to o elemento de amortiguamiento, el cual se define como la capacidad de un mecanismo
para el cual la energia vibracional es gradualmente convertida en calor o sonido.

Existen basicamente tres tipos de amortiguamiento:

= Amortiguamiento viscoso. Este amortiguamiento se presenta cuando un mecanis-
mo vibra en un medio fluido tal como aire, gas, agua y aceite; la resistencia ofrecida
por el fluido para mover el cuerpo causa que la energia sea disipada.
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= Amortiguamiento por friccion seca o de Coulomb. La fuerza de amortiguamiento
es constante en magnitud pero opuesta en sentido al movimiento del cuerpo en
vibracion. Es causada por la friccion entre superficies rugosas que son secas o bien,
tenemos insuficiente lubricacion.

= Amortiguamiento de histerisis, de material o de solido. Cuando los materiales
son deformados, la energia es absorbida y disipada por el material. El efecto es
debido a la friccién entre los planos internos, los cuales se deslizan conforme las
deformaciones toman lugar. El amortiguamiento de histeresis se ocasiona por la
friccion interna molecular cuando se deforma un cuerpo rigido.

2.5 Sistemas de digitalizacion

La reconstruccion de un objeto tridimensional, se refiere a obtener una representacion
matematica del mismo para poder ser almacenado, visualizado o procesado. Los méto-
dos para la reconstruccion de objetos tridimensionales han incrementado su velocidad y
precision considerablemente en los dltimos afios gracias a diversos avances cientificos,
tales como el desarrollo de laser, chips CCD dispositivo de cargas (eléctricas) interco-
nectadas o en inglés charge coupled device, y el aumento de velocidad de trabajo de los
procesadores.

Una posible clasificacion de los sistemas de digitalizacion 3D es teniendo en cuenta
si hay o no contacto con la superficie a adquirir, y de esta forma tendriamos los siguientes
grupos:

= Sistemas con contacto

= Sistemas sin contacto

2.5.1 Sistemas con contacto

Estos sistemas de digitalizacion 3D son los primeros que surgieron. Mediante ellos se
obtienen las coordenadas 3D de los puntos de una superficie gracias al desplazamiento de
una punta sobre la misma [24]. El principal inconveniente que salta a la vista es la lenti-
tud con que se adquiere la superficie de un objeto. Ademads, para emplear estos sistemas
con contacto, se necesita que las piezas tengan la rigidez suficiente para que no se defor-
men, rayen o rompan por el contacto de la punta. Por otra parte, debido a la geometria
de las puntas, normalmente esférica, es imposible digitalizar algunas ranuras y angulos
interiores.

En la actualidad existen cabezales de digitalizacion en continuo [25], que permiten una
velocidad de adquisicién mayor respecto a los convencionales, al no tener que separarse
de la superficie a digitalizar. Otro tipo de sistema de digitalizacion 3D con contacto son
los brazos articulados de operacion manual [26]. Estos poseen una elevada precision;
pero por el contrario tienen una velocidad de adquisicion de datos muy baja, ya que la
punta necesita ser llevada manualmente a cada punto que se quiera digitalizar, con lo
cual la digitalizacion de un objeto de tamafio medio resulta muy costosa. En cuanto a su
aplicacion, principalmente se utilizan en la verificacion dimensional de piezas industriales
(control de calidad).
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2.5.2 Sistemas sin contacto

La principal ventaja de los digitalizadores 3D sin contacto es que tienen una velocidad
de adquisicion de datos muy superior a la requerida por los sistemas con contacto [27].
Una posible clasificacion de este tipo de digitalizadores es la basada en la técnica de
visién que utilicen. De esta forma se tendran los siguientes grupos, que seran explicados
a continuacion:

= Técnicas de vision pasiva

m Técnicas de vision activa

2.5.2.1 Técnicas de vision pasiva

El sistema visual humano permite obtener informacion de profundidad mediante la
fusién de dos escenas monoculares, que son las escenas que captan cada uno de los ojos.
Este sistema permite al hombre “ver en 3D’y es conocido como principio de vision este-
reoscopica

Asi pues, dicho principio se basa en utilizar dos puntos de vista de un mismo objeto
para encontrar las coordenadas tridimensionales. Para determinar la posicion de un punto
a partir de dos imagenes es necesario tener un modelo del sistema 6ptico utilizado.

Este principio general puede mejorarse con modelos de cdmaras mas elaborados o
utilizando mas de dos cdmaras, lo que se conoce con el nombre de fotogrametria [29]. La
vision estereoscOpica presenta el interés de poder dar la posicion en 3D de puntos sobre
las superficies independientemente de la iluminacién especifica (vision pasiva):

1. Estereoscopios: El objetivo de este método es la extrapolacion de la informacién
geométrica de un objeto a partir de un par de fotografias tomadas desde dngulos y
posiciones relativas conocidas, simulando la vision humana. Estos sistemas tienen
gran importancia en el campo de la robdtica y la visién por ordenador [30]. Como
ventajas han de resaltarse la posibilidad de captura de geometria y textura simul-
taneamente, el bajo costo y la transportabilidad. Las desventajas del sistema son
la baja resolucion que ofrecen y la necesidad de una calibracién adecuada para su
correcto funcionamiento.

2. Digitalizacion mediante video: Esta es una variante del estereoscopio, pero en
lugar de dos cdmaras se utiliza una cdmara de video que captura una secuencia
de imagenes de diferentes vistas del objeto [31]. Para una correcta adquisicion, el
objeto ha de permanecer estatico sin ninguna parte movil. Este método utiliza algo-
ritmos similares a los utilizados en estereoscopia y es muy sensible al ruido de la
imagen de video. La idea basica del sistema es la identificacion de puntos comunes
en la secuencia de imégenes y el registro de esos puntos en una escena virtual tridi-
mensional. En ocasiones se producen errores debido a que no hay un conocimiento
previo de la posicion de la cdmara y el objeto. Como ventajas de esta técnica hay
que resaltar el bajo costo, lo transportable que es el equipo y la capacidad de captu-
rar textura y geometria. La desventaja principal es la baja resolucion en la captura
de la geometria del objeto.
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. Adquisicion mediante la deteccion de la silueta: esta técnica se basa en la captura
de una sucesion de fotografias alrededor de un objeto, desde diferentes angulos,
contra un fondo que ofrezca un gran contraste con respecto a €ste. A partir de esta
serie de fotografias se calcula la geometria usando las siluetas extraidas de cada una
de ellas [32]. En algunos sistemas desarrollados recientemente se ha afiadido el uso
de la informacion de textura para la correccion y mejora de los datos geométricos
calculados. Esta técnica ofrece una alta productividad y un relativo bajo costo. Otras
ventajas que ofrecen son la transportabilidad y facilidad de uso del sistema. Las
principales desventajas son la baja-media resolucion que alcanza y las limitaciones
para capturar las concavidades de algunos objetos.

. Adquisicion mediante textura: La textura de los objetos puede ser una fuente de
informacion significativa sobre la geometria de una superficie. Se sabe que el sis-
tema visual del hombre puede identificar facilmente la geometria de una superficie
cuando la textura es homogénea. La idea de este método es la identificacion de zo-
nas texturadas y encontrar la posible transformacion para determinar la variacion
de la superficie [33]. Es una técnica fotogréfica, es de bajo costo pero con baja
precision y aplicaciones limitadas (captura de tejidos, piel humana, etc).

. Digitalizacion mediante sombreado: Las sombras son una fuente de informacion
en la percepcion de la profundidad. Muchos investigadores han intentado simular
la manera en que el sistema de vision humana utiliza la informacién de las sombras
para percibir la profundidad. Este método realiza la captura del objeto desde un
punto de vista fijo. Lo que se varia es la posicion de la fuente de luz lo que da lugar
a una variacion de la sombra sobre la superficie del objeto [34]. Asi, los algoritmos
obtienen la geometria de la superficie del objeto mediante varias fotos con diferen-
tes condiciones de iluminacién. Es un método muy simple, con muy bajo costo y
que puede capturar la textura y geometria del objeto. Las principales desventajas
son que no puede capturar la textura en las zonas con sombra y que tienen muy
baja precision. Hay una variante de este método, con mejoras en la precision, que
combina esta idea con la del estereoscopio.

. Adquisicion mediante fotometria: Esta es una variante de la adquisicion mediante
sombreado. En este método se capturan fotos del objeto desde un punto de vista fijo
y se van variando las condiciones de iluminacién [35]. En este caso, se utilizan
objetos de referencia, tales como la posicion de la fuente de luz, para la calibracion
del sistema. Es un sistema de bajo costo, pero que requiere de unas condiciones de
iluminacion controladas por lo que se emplean en laboratorios, eliminando asi la
caracteristica de la transportabilidad.

. Adquisicion mediante enfoque: En los tltimos afios se ha estado investigando co-
mo calcular la geometria de una escena a partir de la profundidad de campo de una
foto. Se trata de una técnica recursiva basada en la toma de fotografias de un obje-
to mientras se varia continuamente el plano de enfoque. Sabiendo la posicion del
plano de enfoque (a través del posicionamiento del sistema) puede determinarse la
profundidad de los pixeles enfocados. De forma recursiva, el sistema va reconstru-
yendo la geometria del objeto foto a foto. Es una técnica que ofrece una resolucion
y precision limitadas. Tiene especial aplicacién en combinacidén con imagenes mi-
croscopicas [36]. El costo del sistema es relativamente alto, aunque es muy simple
y facil de aplicar.
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2.5.2.2 Técnicas de vision activa

Estas técnicas emplean una fuente de luz especifica para explorar el entorno. Mediante
un emisor y teniendo en cuenta las caracteristicas de la informacion recibida, se determina
la profundidad de la escena. A continuacion se exponen algunos sensores que utilizan
técnicas de vision activa:

= Escaneres laser: Los sistemas de escaneado mediante laser contienen basicamente
un emisor laser y un detector optico. El emisor laser emite un haz con forma de
linea o un patrén determinado sobre la superficie de los objetos y el detector optico
(normalmente una camara digital) detecta esa linea o patrén en los objetos [37,
38]. Aplicando el principio de triangulacion se extrae la geometria de los objetos.
Ademas, estos escaneres tienen una gran precision en la medida de caracteristicas
geométricas del objeto. Como desventajas es que tiene una dependencia con las
caracteristicas de la superficie como la reflectancia o transparencia, asi como el alto
costo de estos equipos. Respecto a la productividad y la transportabilidad, éstas
varian significativamente en funcion del sistema utilizado.

= Proyeccion de un patron de franjas: este método se basa en la proyeccion de uno
o0 varios patrones especificos sobre la superficie de los objetos. Los patrones pueden
ser de diversas formas tales como simples franjas multicolores o complejos patrones
con curvas que pueden estar codificados en funcién del tiempo. El método también
puede ser acompaifiado de una adquisicion de textura y da lugar a resultados de gran
realismo y exactitud [38].

= Adquisicion mediante sombras: Esta técnica es una variante de la adquisicion me-
diante proyeccion de luz estructurada, aunque en este caso se produce una sombra
mediante un objeto simple mdvil, o con una fuente de luz moévil [39]. A través de
la deformacion de la sombra proyectada sobre el objeto se extrae la informacion de
la geometria de la superficie. La principal ventaja de este método es el bajo costo
pero, como es evidente, ofrece una baja precision.

2.6 Método de triangulacion optica

El método de contacto 6ptico que se propuso para la medicion de las vibraciones en
un sistema perturbado, permite determinar los desplazamientos sobre un eje en funcién
del tiempo con una alta sensibilidad. El sistema consiste en proyectar un punto laser sobre
la superficie de la viga o dlabe bajo prueba y una cdmara captura la imagen del punto de
luz proyectado, al realizar la perturbacion, en el plano imagen de la cdmara se observan
desplazamientos laterales que pueden medirse en unidades de pixel, y por medio de una
calibracion pueden determinarse los desplazamientos propios de la vibracion.

- Modelo geométrico y matematico
El esquema geométrico se muestra en la Figura 2.17 [40], la proyeccion se realiza a un

angulo « respecto al eje X, y cuando la observacion es de manera perpendicular y existe
un cambio de altura Az respecto al plano de referencia, en el plano imagen se observa un
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desplazamiento lateral Az. El parametro ”a” es el valor de la distancia focal de la cimara
y 70" es la distancia del pinhole al plano de referencia.

@ \".\ &
)
A gk
I_,‘_ _\\’{0\5/
Y LY
b \\
Platro o i I Az .

referenio

Figura 2.17. Modelo geométrico de la proyeccion de una linea de luz.

Fuente: [40].

Del esquema mostrado anteriormente se puede deducir una ecuacién matemética que
permite determinar el cambio de altura Az asociado a la desviacién m de la linea laser
proyectada sobre el objeto y medida como Ax en el plano imagen de la cdmara. Por lo
tanto al esquema mostrado en la figura 2.17 se obtiene.

A
tana = — (2.73)
m

Donde despejando a m de la ecuacion 2.73 obtenemos:

A
m=——2 (2.74)
tan o
de la relacién de triangulos formados en la Figura 2.17 se obtiene que
Ax m
— = 2.75
a b— Az @.75)
sustituyendo la ecuacién 2.74 en la ecuacion 2.75 se tiene que
A A
- : (2.76)

@ tan alb— Az)

por ultimo realizando el despeje de la variable Az de la expresion anterior se obtiene
la ecuacion matematica que se utiliza para el cédlculo de la coordenada z como:

bAzx tan o

Ay = ——MM
Aztana + a

(2.77)

Como esta ecuacidn se determina la coordenada buscada sobre el eje Z para la deter-
minacion de las amplitudes de las vibraciones. Experimentalmente medir los parametros
en la ecuacion 2.77 tales como "a”, ”b” y o con buena precision resulta muy complica-
do, por lo que es mds conveniente realizar una calibracion del sistema para obtener una
curva de calibracidon, que asocia desplazamientos conocidos realizados al sistema sobre el
eje Z con los desplazamientos laterales observados en el plano imagen. De esta manera
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podemos medir las vibraciones dindmicamente en un intervalo de tiempo ¢ al capturar
una secuencia de imagenes, analizando cada imagen cuadro por cuadro. La configuracion
geométrica entonces puede no necesariamente ser a observacion perpendicular, si no de
forma oblicua, esto permite incrementar el grado de sensibilidad en la medicion.

2.7 Representacion de imagenes digitales

Una imagen analdgica puede ser representada en forma aproximada por una serie de
muestras igualmente espaciadas, a este proceso se le conoce como discretizacion. Una
imagen digital es la discretizacion tanto en coordenadas como en tonos de gris de una
imagen analdgica.

Entonces, una imagen puede ser definida por una funcién f(z,y), donde los valores x
y y son coordenadas espaciales, y el valor de f en (z,y) es conocido como intensidad o
nivel de gris de la imagen en ese punto; se habla de una imagen digital cuando x y y los
valores de f son cantidades finitas o discretas. Una imagen digital estd compuesta por un
numero finito de elementos que tienen posicion y valor particulares. Estos elementos son
conocidos como elementos de la imagen llamados pixeles (elemento de la imagen o en
inglés picture element) [41].

Para representar una imagen digital se emplea una matriz de M renglones y /N colum-
nas, cuyo contenido son cantidades discretas.

X = ; ; ;
FOM=1,0) FM=1,1) - F(M—1,N—1)

Las posiciones de los pixeles de una imagen se representan con el uso de coordenadas;
por convencion el origen de la imagen se encuentra en el extremo izquierdo superior,
denotado por la coordenada (x,y) = (0,0), que indica que se encuentra en el primer
renglon y en la primera columna, como se muestra en la Figura 2.18.

Durante el proceso de digitalizacion de la imagen se toman decisiones respecto a M ,
N y ala cantidad discreta de niveles de gris permitidos para cada pixel, denotado por L;
el valor de L se restringe a potencias de 2.

L =22 (2.78)

donde k representa el nimero de bits necesarios para representar un valor de L. Los
niveles de gris estdn espaciados por igual y se encuentran en intervalos [0, L — 1] conocido
como rango dindmico de una imagen.
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Figura 2.18. Coordenadas especiales empleadas en la representacion de la imagen digital.
Fuente: [40].

2.8 Tipo de imagenes

2.8.1 Imagenes RGB

Una imagen RGB (Figura 2.19) se define como un arreglo de 3 x M x N pixeles donde
cada pixel corresponde a los componentes rojo, verde y azul de una imagen de color (R-
red, G-green, B-blue). El propoésito principal del modelo RGB es el sensado, representa-
cién y muestra de imagenes en aparatos electronicos tal como televisores, computadoras,
celulares, etc.

Fir Frz - Fin Bu gz - Gmn b bz . b
Ie(mn, 1) = | T30 132 Fa )l fo(mn,2) = |8 82 £\ Lufnem,3) = b‘:’ b?" bj’"

¥ut g,.,“- - B Bt Bz “ b
I"r

Figura 2.19. Representacion de una imagen a color RGB.
Fuente: [40].

i i
Fa? Fiw2 - Fin,

F(m, 1)

n

El modelo RGB puede verse como una pila de 3 imdgenes en escala de intensidades
que al ser mostrados por un monitor de color (el cual presenta 3 entradas de color, rojo,
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verde y azul) representan una imagen de color tal como la percibe un ser humano. Los
colores, rojo, verde y azul son conocidos como los colores primarios, y la combinacién
de estos en diferentes intensidades produce los colores del espectro humano visible. En
la Figura 2.20 se pueden observar la imagen de un dlabe en sus tres escalas, rojo, verde y
azul.

(a) (c)

Figura 2.20. Planos de una imagen RGB: a) rojo, b) verde y c¢) azul.
Fuente: Elaboracion propia.

2.8.2 Imagenes en escala de intensidades

Una escala de intensidades es también conocida como escala de grises o escala mo-
nocromatica, y para una imagen digital se trata de una sola matriz de M x N valores
en donde cada pixel es una sola muestra que contiene la informacion de la intensidad de
la imagen. Las tres caracteristicas con que se puede definir un color son el tono o matiz
(color actual), el valor (luminosidad u oscurecimiento) y la saturacién (pureza del color).
Asumiendo que los colores, rojo, verde y azul son sefiales de luminosidad, la aproxima-
cién de una imagen en escala de grises a partir de una imagen de color estd dada por la
ecuacién 2.79 en donde O es el valor de menos intensidad, refiriéndose al color negro y 1
es el valor de mayor luminosidad o el color blanco (Figura 2.21).

GRAY = (0.30R) + (0.59G) + (0.11) (2.79)

Figura 2.21. Imagen en escala de grises.
Fuente: Elaboracion propia.

2.8.3 Binarizacion de imagenes

La binarizacion de una imagen consiste en comparar los niveles de gris presentes
en la imagen con un valor (umbral) predeterminado. Si el nivel de gris de la imagen es
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menor que el umbral predeterminado, al pixel de la imagen binarizada se le asigna el valor
O(negro), y si es mayor, se le asigna un valor de 1 (blanco). De esta forma se obtiene una
imagen en blanco y negro. Generalmente se utiliza un umbral de 128 si se trabaja con 256
niveles de gris, pero en algunas aplicaciones se requiere de otro umbral [42]. En la Figura
2.22 se muestra un ejemplo de imagen binarizada.

Figura 2.22. Imagen binarizada.
Fuente: Elaboracion propia.

2.8.4 Calculo de centroides

El método convencional del algoritmo para la deteccion de centroides se basa en el
calculo del centro de masa [43], y es conocido como el algoritmo de peso promediado
de pixeles (PPP) y a partir de éste método se han desarrollado los métodos de: PPP de
umbral (PPPU), en el cual se utiliza el umbral para mejorar la razén de senal a ruido
(SNR) y el método PPP de potencias (PPPP), en el cual el valor de la razon de sefial a
ruido se mejora mediante el uso de potencias [44]. Ademads, se han utilizado métodos
adaptativos de deteccion de centroides mediante un método de filtrado morfolégico sobre
la imagen binaria [45].

En el peso promediado de pixeles (PPP) para un arreglo ideal, la posicién del centroide
en las coordenadas x y y, se determinan con las ecuaciones 2.80 y 2.81 respectivamente
[46].

M =N .
e -l (1,
Cx . Zz—l Z]_l ( ]) i 0’57 (280)

PO IAIPI(N)
M N o
o - 2 im1 Zj:l yil (i, j)
Yy .o
Ei\il 2;\7:1 1(i, j)
donde C, y C,, son las coordenadas del centroide de la imagen de la linea proyectada,
x; y y; son las coordenadas de cada pixel, (i, j) es la sefial de lectura de salida del pixel

(z;,9:) y M, N son el nimero de pixeles en las direcciones x y y respectivamente (ver
figura 2.24).

—0,5, 2.81)
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(a) (b)

Figura 2.23. Centroide en una figura a) circular y b) cuadrada.
Fuente: [40].

2.9 Transformada discreta de Fourier (TDF)

En ingenieria, las funciones en general se presentan por conjuntos finitos de valores
discretos. En la Figura 2.24 se muestra un conjunto de puntos en un intervalo de tiempo.
El subindice n se emplea para designar los tiempos discretos a los cuales se toman las
muestras. Asi f,, designa un valor de la funcién continua f(¢) tomado en t,,.

O]
fa

/
fo
A

0 2} t ty ty ts tno1 tn ¢

Figura 2.24. Puntos muestrales de la serie discreta de Fourier.
Fuente: Elaboracion propia.

Para un conjunto de datos en un intervalo de tiempo como se muestra la Figura 2.24,

la transformada discreta de Fourier [47] se escribe como:

N-1
b = Z foe " para k=0 a N-—-1 (2.82)
n=0

donde

m 1 es el numero de muestra el cual se incrementa en cada termino de la suma
(1,2,3..n).

fn son los valores de las amplitudes obtenidas respecto al tiempo.

k es la frecuencia.

N es el numero total de muestras.

wp se determina como:

L (2.83)
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Para el algoritmo de programacion se emplea la identidad de Euler:

e/ = jcosa £ sina (2.84)

2.10 Transformada rapida de Fourier (TRF)

La transformada rdapida de Fourier, es un algoritmo que se desarroll6 para calcular la
TDF en una forma rdpida. Su velocidad proviene del hecho de que utiliza los resultados
de célculos previos para reducir el nimero de operaciones. La idea bésica detrds de la
TREF consiste en la division del tiempo, es decir, en la descomposicion iterativa en TDF
mas simples.

El algoritmo se desarrollo realizando el siguiente proceso: en este algoritmo se supone
que el valor de N es una potencia de 2, debido a esta restriccién se simplifica el algoritmo
resultante. Ahora, de la ecuacién (2.82) se expresa de la siguiente manera:

N—1
F. = Z an"k (2.85)
n=0
donde:

W = ¢ I@7/N) (2.86)

a partir de esto, se supone que la muestra se divide a la mitad y la ecuacion (2.85) se
expresa en términos de los primeros y dltimos N/2 puntos:

(N/2)—-

Z fne j(2m/N) kn_|_ Z f e—j(Zﬂ'/N (287)

n=N/2

donde £ = 0,1,2,...N — 1. Se crea una nueva variable, m = n — N/2, para que los
limites de la segunda sumatoria sean consistentes con la primera,

(N/2)—
Z eSO S e R (g

n=N/2

Suponiendo que el factor e~ 17% = (—1)*, se deduce que para puntos pares es igual a
1 y para los impares es igual a -1. Por lo tanto, el siguiente paso en el método consiste en
separar la ecuacién (2.88) de acuerdo con valores pares o impares de k. Por lo tanto para
los valores pares se tiene que:

(N/2)—1
Fop =Y (fut fasnyz)e 7200/ (2.89)
n=0

y para los valores impares la ecuacion 2.88 se expresa de la siguiente manera:

(N/2)—1

F2k:+1 _ Z (fn . fn+N/2)e—j27rkn/Ne—j27rkn(N/2) (290)
n=0
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Y a partir de estas ecuaciones se realiz6 el algoritmo de la TRF, donde se aplica la
identidad de Euler (e/® = j cos a % sin a), para facilitar las operaciones.
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Capitulo 3

Analisis de vibraciones

3.1 Metodologia

3.1.1 Metodologia para realizar analisis dinamico con el aceleréme-
tro

Para realiza el andlisis dindmico con acelerometro, se implemento un acelerometro
de tipo piezoelectrico, y una interfaz para adquirir los datos medidos por el sensor. En la
Figura 3.1 se muestran las especificaciones técnicas de estos dispositivos. Las mediciones
que el acelerémetro registraba estaban en unidades de la aceleracién m/s2.

Componente

Especificaciones

Imagen del componente

Acelerémetro

Marca: KISTLER.

Modelo: 864025-SN515234.

Rango de medicion: +5g.
Sensibilidad de medicidn: 964. mV/g
Frecuencia de resonancia: 17.0 kHz.
Temperatura de operacion: -40..55°C.

e
il

Dispositivo
para
adquisicion de
datos

Marca: KISTLER.

Modelo: LabAmp Type 5165A.
Canales: 4.

Voltaje de entrada: 1....10 V.
Temperatura de operacién: 0...60 °C.
Peso: 1.2 kg.

Lectura de muestras por segundo 625....625

000.

Figura 3.1. Especificaciones de los equipos utilizados en la prueba experimental.

Los pardmetros que se determinaron implementando el uso del acelerémetro son:

= Trayectoria de vibracion.
= Frecuencia natural.
= Modo de vibracion.

= Factor de amortiguamiento.
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3. Analisis de vibraciones

- Trayectoria de vibracion

Uno de los pardmetros del andlisis dindmico es obtener la trayectoria de vibracion, y

para determinarlo a partir de las mediciones de aceleracion se realizé la siguiente meto-
dologia.

» Seleccion del muestreo: De la mediciones obtenidas con el acelerOmetro, se se-
lecciona un conjunto de muestras en un intervalo de At, iniciando en la maxima
amplitud de aceleracion que haya medido en la vibracion tal como se observa en la
Figura 3.2b. En la Figura 3.2a se muestra un ejemplo de una medicion obtenida con
el acelerémetro, donde obtenemos las mediciones en unidades de m/s?.

Datos a seleccionar r(¢4
TP A
i /w T— TR
i ' EARTRIRVARY \r VY
= L L
to ) TL'e;Lpo @) ’ [ : Tiempo (s) ’ '
(a) (b)

Figura 3.2. a) Vibracién medida por el acelerémetro y b) medicion en un intervalo de tiempo
At.

= Ajuste del conjunto de puntos: Se ajusta el conjunto de puntos seleccionados a
una ecuacion no lineal del tipo exponencial y armodnica (ecuacion (3.1)), y asi se
obtiene una ecuacion que describe el comportamiento de la vibraciéon medida. En
la Figura 3.3 se presenta una gréifica donde se puede observar simultdneamente los

datos graficados del acelerémetro, y la ecuacion de ajuste evaluado en el intervalo
de tiempo At.

i(t) = Ae M coswt + ¢ (3.1
iy -‘ i .
{] 1 i Datos de ajuste
; Datos del acelerdmetro
a, § i

Z:g AﬁﬂAAAA
: AN

I'iempo (s)

o

Aceteracién (m/s*)

!
o
s

Figura 3.3. Ajuste de la medicion del acelerémetro.
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3. Analisis de vibraciones

= Determinacion de velocidad: De acuerdo a la cinematica de una particula, si inte-
gramos la aceleracién en funcién del tiempo, obtenemos como resultado la veloci-
dad en funcion del tiempo [17]. Por lo tanto integrando la ecuacion de ajuste, el cual
representa los datos de aceleracion, tendremos los datos de vibracion en funcién de
la velocidad.

t t
/ f:‘t(t) dt = / fAe*At Cos(wt + ¢)dt (3.2)
t t

0 0

= Determinacion del desplazamiento: Después de integrar una vez la ecuacion de
ajuste para encontrar la velocidad, lo que procede es volver a realizar una segunda
integracion, para asi obtener los datos de desplazamientos en funcién del tiempo, y
de esa manera obtenemos la trayectoria de vibracion, a partir de la mediciones de
aceleracion proporcionadas por el acelerémetro.

t t
// ' Z(t) dt = // ' Ae ™ Cos(wt + ¢)dt dt (3.3)
to to

- Frecuencia natural

Para la determinacion de la frecuencia natural a la cual esta vibrando el sistema se uti-
liz6 la herramienta de la Transformada Répida de Fourier (TRF). Dicha aplicacién de la
herramienta consistié en analizar las trayectorias de vibracidn, utilizando las ecuaciones
(2.82) y (2.83), para asi obtener las vibraciones en funcion de las frecuencias.

- Reconstruccion del primer modo de vibracion

La reconstruccion del primer modo del sistema, consistié en tomar la amplitud méxi-
ma de cada trayectoria de vibracion, y de esa manera graficar el modo de vibracién. Des-
pués de haber graficado el modo, se realiz6 una linea de tendencia de dicha grafica, para
de esa forma obtener una funcién que describa a dicho modo.

- Coeficiente de amortiguamiento

El ultimo pardmetro a determinar el coeficiente de amortiguamiento, dicho pardmetro
es determinado comuinmente de forma experimental. Para determinarlo a partir de las
mediciones del acelerémetro, se utiliz6 la funcidn a la cual se ajustaron los puntos de
aceleracién a la ecuacién (3.1). Donde la variable de interés es lambda A. De acuerdo a
la teoria de vibraciones libres amortiguadas, para un sistema de un grado de libertad, la
ecuacion (2.4) representa el comportamiento de las amplitudes de una vibracion, donde:

c
A= — 34
2m S
Despejando c el cual representa el valor del coeficiente de amortiguamiento, tenemos
el valor de c en unidades de N*s/m:

c=(\)(2m) (3.5)
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3. Analisis de vibraciones

3.1.2 Metodologia para realizar un analisis dinamico con el método
optico

El propésito de implementar un andlisis modal de forma experimental es determinar
los parametros modales como son las trayectorias de vibracion, frecuencia natural de vi-
bracion, modos de vibracion y factor de amortiguamiento. Para determinar estos parame-
tros de forma experimental, se propuso una metodologia para implementar el método de
contacto optico, mediante la técnica de triangulacion Optica. El principio de esta técnica
se puede observar en la Figura 3.4, en primera estancia el ldser es proyectada sobre la
superficie de la probeta, y el plano de la cdmara lo visualiza en el centro de la imagen.
Cuando el sistema o probeta sufre los cambios de altura en el eje z, cuando esta comienza
a vibrar después de haber tenido una deflexion inicial provocado por una fuerza, se puede
ver que en el nuevo plano de referencia la proyeccion ldser sigue proyectada en la mis-
ma direccion en el eje z, pero en el plano imagen de la cimara esta proyeccion laser se
desplaza a lo largo del eje x.

o R

Yo o
S o

C Amplitud
A, de
vibracion

Figura 3.4. Principio de funcionamiento del método 6ptico.

En la figura 3.5 se muestra un diagrama de flujo para el andlisis dindmico, usando el
método dptico. A continuacion se describe con mas detalle cada parte de dicha metddo-
logia.

Ajuste de campo de vision y alineacion del sistema de medicion

Una vez empotrada la pala en el banco de pruebas, los elementos del instrumento (dis-
positivo laser y cdmara) se ajustan en una de las secciones de la superficie de la pala para
iniciar el proceso de medicion. El laser se proyecta de forma perpendicular a un plano
de referencia, el cual se elige de tal manera que la imagen del punto laser proyectada se
observe al centro del plano imagen.

Calibracion

Esta etapa consiste en realizar, una vez que se ajusta el campo de visién sobre la
superficie de la pala, desplazamientos conocidos y equidistantes a lo largo del eje z con
ayuda de un sistema de desplazamiento lineal controlado por un motor a pasos, por cada
desplazamiento se captura la imagen del punto proyectado y se estima la posicion del
centroide por cada desplazamiento realizado, de esta manera se construye una curva de
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3. Analisis de vibraciones

P
Ajuste de campo de vision y alineacion
del sistema de medicion

]

Calibracion

I

Reconstruccion de trayectoria de
vibracion

Determinacion de la frecuencia natural

I

Reconstruccion del primer modo de
vibracion

Figura 3.5. Diagrama de flujo de la metodologia para el andlisis dindmico mediante el siste-
ma Optico.

calibracién que asocia los desplazamientos observados del punto ldser en unidades de
pixeles, con los desplazamientos realizados con el sistema de desplazamiento lineal en
mm.

Con esta curva de calibracion podemos conocer la sensibilidad del instrumento de
medicion sobre el eje Z, es decir, la amplitud minima de vibracion que se puede medir. A
continuacion se describen los pasos que realiza el programa para determinar la curva de
calibracion.

1. El banco de imdgenes se importa mediante el comando dir, donde se especifica la
ruta donde se guardan dichas imdgenes.

2. El ciclo automatico de procesamiento de imédgenes y construccion de la curva de
calibracion, se realiza de la siguiente manera:
a) Se cargay lee la primera imagen.
b) Se convierte la imagen en escala de grises.
¢) Se binariza la imagen.

d) Se realiza el calculo de el centroide al centro de la imagen, por medio de la
siguiente ecuacion:

M N ..
MOS0,
Cx Zz:l Z]:l x (Z ']) 0’5’ (3_6)

DN ((R)

donde h es el menor tamafio de la imagen
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3. Analisis de vibraciones

3. Con la informacién obtenida se gréafica la posicion de cada desplazamiento mecani-
co realizado contra la estimacion del centroide, obteniéndose una curva de calibra-
cion (ver fig.3.2) y una ecuacion de conversion de pixeles a milimetros por medio
de un ajuste lineal.

y=mx+b (3.7

La sensibilidad de la medicién puede obtenerse a partir de la Ec. 3.2, considerando
que la medida mas pequeiia en el plano de la camara es de 1 pixel, podemos obtener
la sensibilidad del instrumento para medir un cambio de altura en milimetros.

2460,
2300

2200

x)

P

¥

» 2100,
2000+

1960

1800 - . : - ‘ »
0 5 10 15 20 25 30

x(ma)

Figura 3.6. Curva de calibracion experimental.

Reconstruccion de trayectoria de vibracion
El proceso para la reconstruccion de la trayectoria de vibracion consiste en los si-
guientes pasos:

1. Capturar en video la vibracion del sistema. Una vez ajustado el campo de vision
y alineacién del sistema, se realiza una perturbacién a la pala para producir una
vibracién del tipo libre amortiguada. Esta vibracion se captura en una secuencia de
video en vivo con el software de la cdmara en un intervalo de tiempo ¢ seleccionado.

2. Descomposicion del video. El video grabado se carga a un algoritmo el cual lo
descompone en imagenes por segundo, de acuerdo a la velocidad de captura de la
camara, se toman un cierto numero de imagenes en un segundo. Las caracteristicas
del modelo de la cAmara usada permite hasta 64 imagenes en 1 segundo.

3. Reconstruccion de la trayectoria de vibracion. El procedimiento para el proce-
samiento de imédgenes y reconstruccion de la trayectoria de vibracion se realiza de
la siguiente manera:

= Se convierte cada una de las imdgenes en escala de grises.

= Después se binarizan usando un umbral conveniente de acuerdo a la intensidad
del punto laser.

= Como paso siguiente se realiza la estimacion de la posicion del centroide del
punto laser en cada imagen, por medio de las ecuaciones:
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3. Analisis de vibraciones

D S 9 SENI(Y)
= v — 0,5, (3.8)
D imt Zj:l (i, 7)

D v v
y M N ..
2izt Zj:l 1(i, )

donde C, y C, son las coordenadas del centroide de la imagen de la linea
proyectada, x; y y; son las coordenadas de cada pixel, (i, j) son los valores
de intensidad en esa posicion, que en el caso de estar binarizada la imagen el
valor es 1. y M, N son el numero de total de pixeles a lo largo y ancho de la
imagen. Después de obtener las coordenadas de los centroides, vistas como
desplazamientos laterales en el plano imagen de la cimara, estas se transfor-
man de pixeles a milimetros con la ecuacion obtenida de la curva de calibra-
cion. Graficando en conjunto las coordenadas en unidades de milimetros se
reconstruye la trayectoria de vibracion, como se muestra en la 3.7.

— 0,9, (3.9

(451 [
: |
| "

| i
I
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g ot I3 ls g i Ly
Tiempo (s)

Figura 3.7. Reconstruccién de la trayectoria de vibracién mediante el sistema ptico.

4. Determinacion de la frecuencia natural

Para determinar la frecuencia natural del primer modo a partir de las mediciones
realizadas con el sistema 6ptico, se implementd la transformada rapida de fourier
(TRF) , dicha transformacion es basada en la transformada discreta de fourier (TDF)
el cual consiste en convertir las mediciones realizadas en términos de las frecuen-
cias, y se representa mediante la siguiente ecuacion:

N-—1
Fe=) fae™7" (3.10)
n=0

donde f, es el valor de las amplitudes medidas dpticamente, n es el numero de
muestras el cual incrementa en cada termino de la sumatoria, y wy es determinada
como

2rk
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3. Analisis de vibraciones

donde N es el numero total de muestras. Utilizando las ecuaciones vistas previa-
mente de la TRF, se implementaron a las vibraciones obtenidas 6pticamente y de
esta manera obtener la frecuencia a la cual esta vibrando el sistema. En la Figura
3.8 se observa el resultado después de aplicar la TRF a una medicion de vibracion.

A
”\ \ﬂM~
A ‘H

H“‘ \ M M £

Amplitud (mm)

o} 1
|- Nm

1y ot £y 1 A is &y fo fi t: i A ] I
Tiempo (s) Frecuencia (Hz)

(@) (b)

Figura 3.8. Aplicacion de la TRF para determinar la frecuencia natural.

5. Reconstruccion del primer modo de vibracion

Para poder reconstruir el primer modo de vibracion de un sistema, se realizan varias
mediciones a lo largo del sistema bajo prueba, para asi poder seleccionar la ampli-
tud méxima de cada trayectoria de vibracion. En la Figura 3.9 se puede observar la
reconstruccién de un primer modo de vibracidn de un sistema con extremos empo-

trada y libre, donde se relacionan las amplitudes (A) con las secciones (d) que se
miden.

AiJ

Ay

Az

Amplitud (mm)

Seccion

Figura 3.9. Reconstruccién del primer modo de vibracién con el método dptico.

3.2 Analisis modal a una solera de acero al carbon

En este anélisis dindmico se utilizé una viga de acero al carbon, con una longitud de
50 cm, y un espesor de 3.175 mm (1/8”). Las condiciones de frontera que se presentd
para esta prueba, fue con extremos empotrada y libre. EI motivo por el cual se analiz6
una viga, es para poder validar los resultados de forma analitica, dado que se trata de
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3. Analisis de vibraciones

un sistema continuo al igual que el alabe del aerogenerador pero con una geometria mas
simple y con propiedades conocidas.

3.2.1 Analisis modal de forma experimental

Para realizar el anélisis dindmico de forma experimental para este sistema se utiliza-
ron dos formas para medir las vibraciones las cuales eran provocadas por una deflexién
inicial en el extremo libre de la solera, dichas formas fueron la implementacion de un
acelerémetro y el método Optico (técnica de triangulacion ptica). En la Figura 3.10 se
muestra el esquema general de la prueba experimental, en dicho esquema podemos ob-
servar que los dos métodos se colocaron simultineamente, en donde el acelerometro y el
laser proyectado se posicionaron en la misma seccion de la solera. Por lo tanto el anélisis
dindmico de la solera con extremos empotrado y libre, consistié en medir las vibraciones
con el acelerometro en 7 secciones a lo largo de la ella al momento de ser perturbada. La
separacion entre seccion fue igualmente espaciada a una distancia de 5 cm.

Proyeccion
laser
ca
5em dmara
d
—— L

I

/

— — Acelerémetro

! J—PN__‘,':;.J.

Interfaz para . ~— PC

adquisicion de
datos

Figura 3.10. Esquema general de la prueba experimental.

3.2.1.1 Analisis modal con un aceleréometro

El objetivo de implementar este método es obtener las frecuencias naturales y modos
de vibracién del sistema. Como se menciond anteriormente, este tipo de andlisis com-
prende la implementacion de equipos de monitoreo, donde para esta prueba se utiliz6 un
acelerometro del tipo piezoeléctrico, y un dispositivo de adquisicion de datos, en la Figura
3.1 se muestran las especificaciones técnicas de estos dos componentes.

A continuacién se muestran los pardmetros obtenidos a partir de las mediciones regis-
tradas con el acelerémetro. Dichos parametros son la trayectoria de vibracion, la frecuen-
cia natural, la reconstruccion del primer modo de vibracion y el factor de amortiguamien-
to.

Trayectoria de vibracion

De acuerdo a la metodologia propuesta para el anélisis dindmico con acelerometro,
el primer pardmetro es determinar las trayectorias de vibracion a partir de las mediciones
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3. Analisis de vibraciones

proporcionadas por el acelerémetro. En la Figura 3.11 se observa la vibracién medida por
el acelerometro en el extremo libre de la solera (seccioén 7), donde podemos observar que
las unidades estan en m/s?.

ant

Aceleracisn (mfs?)
5 [

B
(=]

&
=]

£
c

Tiempn (s)

Figura 3.11. Vibracién medida por el acelerdmetro en el extremo libre de la solera.

Siguiendo con la metodologia, se tom6 un conjunto de datos en el intervalo de tiempo
de [5.51,7.32]s de la vibracién mostrada en la Figura 3.11, y ajustdndolos a la ecuacién
(3.1), se determiné que la funcién (3.10) representa a la vibracién medida por el ace-
lerémetro en el extremo libre de la solera. En la Figura 3.12 se puede observar juntamente
los datos medidos en un intervalo de tiempo con los puntos tabulados con la ecuacién
(3.10) en el intervalo de tiempo [5.51,7.32]s.

#(t) = —63.7969¢ 1207 C05(26.8604 + 73.8477t) € x[5.51,7.32] (3.12)
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Figura 3.12. Ajuste a las mediciones de aceleracion.

Integrando una vez la ecuacién (3.10), se determiné la funcion que caracteriza a la
vibracién en unidades de la velocidad (ecuacion (3.14)).

tr ty
/ F(t) dt = / —63.7969¢ 12 C'05(26.8604 + 73.8477t) dt (3.13)

to to
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3. Analisis de vibraciones

@(t) = —63.7969¢ " 1#1(0.0134C0s(73.8477t)—0.0021Sin(73.8477t)) € t[5.51,7.32]s
(3.14)
Realizando una segunda integracion a la ecuacion (3.10) en funciodn del tiempo, se de-
termind la funcién que caracteriza a la vibracion en unidades de desplazamiento (ecuacién
(3.16)), con dicha funcidn se reconstruyo la trayectoria de vibracion para el extremo libre
de la solera. Para reconstruir las vibraciones en unidades de mm, el resultado encontrado
en la integracion se multiplicé por 1000. En la Figura 3.13 se observa la trayectoria de vi-
bracion reconstruida, tabulando la ecuacion (3.16) en el intervalo de tiempo [5.51,7.32]s,
en dicha trayectoria se puede observar que la vibracion alcanza una amplitud maxima de
5.78 mm.

iy ty
/ / i(t) dt = / / —63.7969¢ %1% C05(26.8604 + 73.8477t) dt dt  (3.15)
to t

0

z(t) = 1000”121 (—0.0018C 0s(73.8477t) — 0.0116Sin(73.8477t)) € t[5.51,7.32]s
(3.16)
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Figura 3.13. Trayectoria de vibracion en el extremo libre de la solera.
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De la misma forma se realizé el procedimiento para determinar las trayectorias de
vibracion a partir de las mediciones de aceleracion, medidas en cada seccion de la solera.

Calculo de la frecuencia natural

Después de obtener las trayectorias de vibracidn, el siguiente paso fue analizarlas
mediante la implementacion de las ecuaciones (3.10) y (3.11), los cuales representan a
la TRF, para asi obtener la primera frecuencia natural del sistema. En la Figura 3.14 se
muestra la grafica obtenida después de aplicar la TRF a la trayectoria de vibracién mos-
trada en la Figura 3.11, en dicha grafica se observa un espectro de frecuencia, el cual nos
indica que la frecuencia a la cual esta vibrando la solera es de 12.24 Hz. En la Tabla 3.1
se muestran las frecuencias naturales determinadas, después de aplicar la TRF a las me-
diciones que se obtuvieron con el acelerémetro en cada uno de las secciones de la solera.
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Amplitud de espectro de potendia

W - —— 12.24Hz

10

15 20 25

Frecuenda (Hz)

Figura 3.14. Frecuencia del primer modo de vibracién de la solera.

Tabla 3.1. Frecuencias determinadas de las mediciones en cada seccion de la solera.

Seccion

Frecuencia natural
(Hz)

12.24

12.24

12.24

12.08

12.08

11.91

N[ |W|N|F

12.24

De acuerdo a los resultados obtenidos y realizando un promedio de todas las frecuen-
cias, se determiné que la frecuencia natural de la viga de acero a partir de las mediciones
del acelerémetro es de 12.14 Hz. En la Figura 3.15 se muestra un acercamiento de la Fi-
gura 3.11, donde se pueden observar los ciclos que hay en un segundo, corroborando el

resultado del analisis con la TRF.
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Figura 3.15. Ciclos en un segundo en la medicidn del extremo libre de la solera.
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Reconstruccion del primer modo de vibracion de la viga de acero

Para reconstruir el primer modo de vibracion, se selecciond la méxima amplitud de
las trayectorias medidas en cada seccion de la solera, para asi graficar las amplitudes y
reconstruir el primer modo de vibracién, asi como se puede observar en la Figura 3.16.
En dicha figura también se puede ver que los puntos se ajustan a una funcién cuadrética,
teniendo un coeficiente de correlacion de 0.9959.

B
— @& — Acelerémetro
6 — Ajuste cuadratico .T‘_,/"
,9//
— 5 ,_-—"‘“.;(
E y
Eal =
3 B ;
=.1 A y=-0.08"x“ + 1.5"x - 0.48
a3 =
E e Coeficiente de correlacion: 0.9959
2 e
P il
1%
0 . ‘ : : . :
1{15) 2120} 3(25) 4{30) 5(35) 6 (40} 7 (45)

Seccion (Longitud {cm))

Figura 3.16. Reconstruccion del primer modo de vibracién de la solera.

Coeficiente de amortiguamiento

Siguiendo con la metodologia el ultimo pardmetro a determinar es el coeficiente de
amortiguamiento. Dicho pardmetro se determiné a partir del valor de A, proveniente de
la funcién que se ajustd a las mediciones de aceleracion (ecuacion (3.12)). Por lo tanto el
valor de )\ para las mediciones de vibracion de la solera es de:

A = 0.129079 (3.17)

Sustituyendo A y la masa de la solera que tiene un valor de 0.3 £g en la ecuacion (3.5),
tenemos que el valor del coeficiente de amortiguamiento para esta vibracion es de:

¢ = (0.129079)((2)(0.3kg)) — 0.77447% (3.18)

3.2.1.2 Analisis modal con el método optico

Para la implementacion del método 6ptico se utilizaron los siguientes componentes;
una camara CMOS, un laser de estado solido, y un sistema de desplazamiento lineal con
un motor a pasos. En la Figura 3.17 se muestran las especificaciones técnicas de cada
uno de estos componentes. En la Figura 3.18 el montaje del sistema Optico en el banco
de pruebas, donde se posicioné en el mismo lugar que el acelerémetro en la solera, para
poder reconstruir la misma trayectoria de vibracién y comparar.
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Reconstruccion de la trayectoria de vibracion

Utilizando la metodologia para reconstruir las trayectorias de vibraciones con el méto-
do optico, se obtuvieron las vibraciones en las 7 secciones de la solera. En la Figura 3.19
se muestra la trayectoria de vibracion medida en el extremo libre de la solera (seccidon
7), donde se observa que la deflexion inicial fue de 20 mm. y la amplitud méxima de la
vibracién fue de 5.96 mm.

Componente Especificaciones Imagen del componente

Marca: Edmund Optics.
Modelo: EO-0413.

Resolucion: 0.3 MegaPixeles.
Cédmara Imdgenes por sequndo: 64.
Dimensiones (mm): 29%29*29.
Profundidad de pixeles: 10-bit.
Peso: 43 g.

Marca: Edmund Optics.
Modelo: LDM45P 532

Color: rojo.

Longitud: 49 mm.

Temperatura de operacion: -10
a45°c

Diagmetro: 16 mm.

Tipo de lgser: Diodo.

Voltaje de entrada: 5-24 DC.
Peso: 22 g.

Laser

Marca: JBL Stepper Motor.
Modelo: Nema 17hs1538-
P4170.

Tamafio: 42.3 mm *40 mm.
Motor a pasos | Peso: 350 g.

Voltaje: 12-24 Volts.
Corriente: 16 Amp.
Torque: 3.6 Kg cm

Camara

Spot Laser |-

Acelerémetro

¥ Motor a
— PASOS

Figura 3.18. Implementacion del método 6ptico en el banco de pruebas.

Ajustando el conjunto de puntos medido por el método 6ptico en el intervalo de tiempo
[7.64,10.70]s, se determind que la ecuacion (3.19) caracteriza a la vibracion en el extremo
libre de la solera medida por el método 6ptico.
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Figura 3.19. Trayectoria de vibracién en el extremo libre de la solera.

x(t) = 17.9057¢ 148 Co5(36.2737 + 73.9053t) ¢ € [7.64,10.70]s (3.19)

De acuerdo a la cinemaética de la particula, derivando la funcién del desplazamiento,
obtendremos una funcién en unidades de la velocidad. Por lo tanto se derivd la ecuacion
(3.19) en funcion del tiempo, para determinar la velocidad la cual esta representada por la
ecuacion (3.20).

@(t) = e~ 0108410.002522 Cos(36.27+73.91t)—1.3235in(36.2737+73.91t)] t € [7.64,10.70]s
(3.20)
Realizando una segunda derivacion de la ecuacion 3.19, se obtuvo la funcién que des-
cribe a la vibracion en unidades de la aceleracion, la cual esta representada por la ecua-
cién (3.21). En la Figura 3.20 se observa la grafica de aceleracion, reconstruida mediante
la evaluacion de la ecuacién (3.12) en el intervalo de tiempo [7.64, 10.70]s.

i(t) = e M1 _97.80 C0s(36.27473.91t)+0.37275in(36.2737+73.91t)] t € [7.64,10.70]s

(3.21)
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Figura 3.20. Aceleracion en el extremo libre de la solera.
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3. Analisis de vibraciones

Frecuencia natural

Después de obtener las trayectorias de vibracion, el paso siguiente es determinar las
frecuencias a partir de las mediciones obtenidas. En la Figura 3.21 se observa la grafica
de espectro de frecuencias obtenida después de analizar la trayectoria de vibracion de la
Figura 3.19 con la TRF. En la Tabla 3.2 se muestran las frecuencias determinadas a partir
de las trayectorias obtenidas en las 7 secciones a lo largo de la solera. Realizando un
promedio de todas las frecuencias obtenidas a partir del método Optico se determiné que
la frecuencia natural del sistema en su primer modo de vibracion es de 12.35 Hz.

107

15} ——---11.78 Hz

a5 |

Amplitud de espectr de potencia

l -
4] 5 10 15 20 25
Frecuencia (Hz)

Figura 3.21. Frecuencia del primer modo de vibracion de la solera.

Tabla 3.2. Frecuencias determinadas a partir de las mediciones de vibracién obtenidas a lo
largo de la solera.

Frecuencia natural
(Hz)
12.41
12.41
12.46
12.06
12.01
11.77
11.78

Seccion

Nlo|lun[rlw|N|R

Reconstruccion del primer modo de vibracion de la solera

Para reconstruir el primer modo de vibracion de la viga, se seleccion6 la amplitud
maxima de cada trayectoria de vibracién medida en las 7 secciones de la solera. Don-
de graficando las amplitudes se reconstruyé el primer modo de vibracién con el método
optico, asi como se observa en la Figura 3.22. Ajustando las amplitudes a una curva, esta
tiende a tener una funcion cuadrética.

Coeficiente de amortiguamiento

El siguiente pardmetro a determinar es el coeficiente de amortiguamiento c. Para ello
tomamos el valor de la variable A, obtenido de la funcién que se ajust6 a la trayectoria de
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3. Analisis de vibraciones

vibracidn en el extremo libre de la solera (ecuacion (3.19)). Por lo tanto el valor de A para
la vibracion medida por el método 6ptico es de:

A =0.140844. (3.22)

Sustituyendo el valor de A y la masa (m) que tiene un valor de 0.3 kg, en la ecuacion

(3.5), tenemos que el coeficiente de amortiguamiento a partir de las mediciones Opticas
tiene un valor de:

N
¢ = (0.140844)((2)(0.3kg)) = 0.08451 — (3.23)
m
§ 7 - ' T " 3
— Acelerdmetro =
shl—— Ajuste cuadratico 4}_/

£
\
\

y=-0.08*x% + 1.5°x - 0.48

Amplitud (mm)
[#:]

[}

-
P
\ T
h
R
,

Coeficiente de correlacion: 0.9986

1(15) 2(20) 3(25) 4 (30} 5 (35} 6 (40) 7 (45)
Seccion {Longitud (cm))

Figura 3.22. Reconstruccion del primer modo de vibracion de la solera con el método dptico.

3.2.2 Analisis modal analiticamente

Para poder comparar los resultados obtenidos de forma experimental se determinaron
los parametros de forma analitica, y asi obtener valores de referencia. Para ello se aplico
la teoria de vibraciones laterales en vigas, mencionada en el Capitulo 2. Para determinar
los pardmetros de forma analitica fue necesario obtener propiedades de la solera, como

sus dimensiones, los cuales se pueden observar en la Figura 3.23, al igual que su densidad
de masa, y el modulo de elasticidad.

AN\

0.45m
(a) (b)

Figura 3.23. a) Longitud y b) espesor de la solera.

E(modulo de elasticidad) = 19.5 * 10'°N/m?;
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3. Analisis de vibraciones

p(densidad de masa) = 7850kg/m?;
[(longitud) = 0.45m
b= 0.02553m.; h = 0.00336m.

A(Area  transversal) = (0.02553m)(0.00336m) = 8.7 % 10~ 5m>

1 1
I, = Ebh?’ = E(0.02553m)(0.00336m)3 =8.07 %10~ 11m*

Sustituyendo los pardmetros en la ecuacion (2.47), donde 5! = 1.875109 obtenemos:

bl (1 875109)2\/ (19,5 x 101N /m?)(5.62 x 10~ 11m*)

w= (B0 g = (7850kg/m?)(8.7 x 10~5m2)(0.45m)?

w = 83.346rad/s

Convirtiendo el resultado en rad/s en H z, nos queda:

Hz

1
w = (83.346rad/s)( 5
m

) = 13.26H 2

Por lo tanto la frecuencia natural correspondiente al primer modo de vibracion es de
13.26 Hz. Este valor obtenido se tendrd como referencia para comparar los resultados de
los otros dos métodos propuestos, dicha comparacion se mostrara en el siguiente capitulo.
Otro pardmetro a comparar es la primera forma modal. Con la ecuacién (2.70) se graficé
la primera forma modal de manera analitica, esto se observa en la Figura 3.24.

Arpalibug ()
0.4
oz
(LRT} B
nnes
s
nned |

0.002

f U_I1 . . Cf2 - s ¢ B By e Largila {1}

Figura 3.24. Primer modo de vibracién de una solera con extremos empotrado y libre.

Para tener otro parametro de referencia se determino la frecuencia natural del primer
modo de vibracion de la solera mediante la simulacion en el software ANSYS, utilizando
el método de elementos finitos, dicho proceso de andlisis modal, se muestra en el anexo
B. La frecuencia determinada por la simulacién fue de 13.59 Hz.
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3. Analisis de vibraciones

3.3 Analisis modal a un alabe de aerogenerador de baja
potencia

En esta prueba experimental se utiliz6 un dlabe de aerogenerador de baja potencia. En
la Tabla 3.3 se muestran las caracteristicas generales del dlabe. En la Figura 3.25 se obser-
va el dlabe del aerogenerador empotrada en el banco de pruebas y de forma estética. En
ella se marcaron 8 secciones, empezando desde el extremo libre hacia el empotramiento,
para medir las vibraciones en cada seccion del dlabe cuando esta sufre una perturbacion,
provocado por una deflexion inicial en el extremo libre.

Tabla 3.3. Caracteristicas generales del alabe del aerogenerador.

Caracteristicas Concepto
Perfil FX63137
Longitud de la pala 1.7 metros
Frecuencia de disefo 6.60 Hz
Material de Fibra de vidrio
manufactura
Potencia del
aerogenerador para la 1.5 kW
cual fue disefiada

Figura 3.25. Alabe de aerogenerador empotrada en el banco de pruebas.

3.3.1 Analisis modal con acelerometro

La prueba de andlisis modal en el dlabe del aerogenerador consistié en colocar el
acelerémetro en cada una de las secciones marcadas a lo largo del dlabe. La posicion del
acelerémetro se fue cambiando después de medir la aceleracion al momento de recibir una
perturbacién, provocada por la deflexion inicial en el extremo libre de la pala. En la Figura
3.26 se muestra el esquema de la prueba experimental donde se observa la colocacion del
acelerometro.
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Figura 3.26. Esquema de la prueba experimental del dlabe de un aerogenerador.

3.3.1.1 Determinacion de la trayectoria de vibracion

Usando la metodologia para reconstruir la trayectoria de vibracion a partir de las medi-
ciones de aceleracion visto previamente, se procedio aplicarla a las vibraciones obtenidas
en el dlabe. En la Figura 3.27 se observa la medicion registrada por el acelerémetro en
la punta del 4labe al ser perturbada, dichas mediciones se registraron con la interfaz del
acelerémetro, donde las unidades de las mediciones estdn en (m/s?).

De las aceleraciones obtenidas en cada una de las secciones, se procedi6 a seleccionar
un conjunto de muestras en un intervalo de tiempo, y a partir de estos datos encontrar
la ecuacidn que se ajuste a cada una de las vibraciones. En la Figura 3.28 se observa la
grifica que se ajusta a los datos de aceleracion medidos en la punta del dlabe, donde la
funcién que se ajusto a esta vibracion esta representada por la ecuacion (3.24).

|| ( I|| | il A oA
U““MH Y 'III.Iull'II'-"'ll u\;»u‘..f\.‘f\," AVAVaTATaty
|| || ” I|| L.'I ] v
|
|

’ 2,
Aceleracicn {mis™)

Tiempa (s)

Figura 3.27. Medicién registrada en el extremo libre del 4dlabe con el acelerémetro a una
distancia de 1.70 m del empotramiento.

#(t) = —43.3686 e %4227 (C'0s(3.87586 — 46.7797 )t € [2.18,4.79]s (3.24)
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3. Analisis de vibraciones

~— Datos de ajuste
------ Datos del acelerdometro

A
VW

Figura 3.28. Ajuste a los datos obtenidos con el acelerémetro.

Aceleracian {m/s?)

Siguiendo con la metodologia, se realizé una primera y segunda integracion a la ecua-
cién (3.24), para determinar las funciones que caracterizan a la vibracién en unidades
de la velocidad (ecuacién (3.25)) y del desplazamiento (ecuacién(3.26)) respectivamente.
En la Figura 3.29a y b se observan las gréficas de velocidad y desplazamiento respectiva-
mente, donde la segunda gréfica es la de nuestro interés. En dicha trayectoria de vibracion
podemos observar que la amplitud maxima que alcanzo la vibracion en el extremo libre
del alabe es de 7.8 mm. Usando la metodologia propuesta se encontraron las trayectorias
de vibracion con cada una de las mediciones de aceleracion obtenidas en las secciones del
alabe.

@(t) = —43.3686e "4*27(0.0144 Co0s(46.7797t)—0.0157Sin(46.7797t)) t € [2.18,4.79]s
(3.25)

z(t) = 10004227 (—0.0144C0s(46.7797t) — 0.01355in(46.7797t)) t € [2.18,4.79]s
(3.26)

WMMMMMMMA
oL

Tiempn (5} Tiempa {5}

(a) (b)

Desplazamiento (m)

Figura 3.29. a) Gréfica de velocidad y b) grafica de desplazamiento.
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3. Analisis de vibraciones

3.3.1.2 Determinacion de la frecuencia natural

Después de obtener las trayectorias de vibracion se procedi6 a determinar las frecuen-
cias naturales, esto se obtuvo con la ayuda de una interfaz realizada en MATLab (Anexo
A), en ella se analizaron las trayectorias de vibracion mediante la aplicacion de la TRE.
En la Figura 3.30 se observa el resultado obtenido después de analizar la vibracion del
extremo libre del dlabe mostrada en la Figura 3.27, en la TRE.

7.62Hz

Y] w -

Amplitude de espectro de potencia

0 2 4 & 2] 10 12 14 16 18 20
Frecuencia (Hz)

Figura 3.30. Frecuencia determinada en cada seccién del dlabe.

Después de analizar todas las mediciones obtenidas con el acelerometro en las seccio-
nes del alabe,se obtuvo la misma frecuencia natural para todos, donde dicho valor es de
7.62 Hz, como se observa en la Figura 3.30. En la Figura 3.31 se observa un acercamiento
de la Figura 3.28, mostrando los ciclos que hay en un segundo, corroborando el resultado
obtenido con el andlisis mediante la TRF.
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Tiempo (5)

Figura 3.31. Ciclos en un segundo en la medicién del acelerémetro.

3.3.1.3 Reconstruccion del primer modo de vibracion

Para reconstruir el primer modo de vibracion, se tom6 la amplitud maxima de las
trayectorias de vibracion, en cada seccion del dlabe. Después de obtener las amplitudes
maximas se graficaron y de esa manera se reconstruy6 el primer modo de vibracion del
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3. Analisis de vibraciones

alabe, asi como se observa en la Figura 3.32. En dicha figura podemos observar que los
puntos se ajustaron a una ecuacion cuadrética.

¥ =0.11"x" - 0.015%% + 0.91 /
Iz

Coeficiente de correlacion: 0.91578 S

Amplitud (mm)
F-S [4.] [+2]
\\
.‘\ |

w
kY
\,

2 v

1=

r's

0 4 i I | i i
1(0.5) 2(0.65) 3108  4{09s) 511 6{13) 7{15) 8(1.7)
Seccion

Figura 3.32. Gréfica del primer modo de vibracidn con acelerémetro.

3.3.1.4 Coeficiente de amortiguamiento

De acuerdo a la metodologia, para determinar el coeficiente de amortiguamiento, se
parte del valor obtenido de la variable A en la ecuacidn que se ajustaron a las mediciones
de aceleracion. El valor determinado para las vibraciones del dlabe fue de:

\ = 0.4227 (3.27)

Por lo tanto sustituyendo dicho valor, junto con la masa del dlabe que fue de 3.085K g
en la ecuacion (3.5), se tiene que el calor del coeficiente de amortiguamiento del dlabe es
de:

¢ = (0.4227)((2)(3.085K g)) = 2.6081% (3.28)

3.3.2 Analisis modal con el método optico

Como se puede observar en la Figura 3.33, para realizar el andlisis dindmico al 4la-
be del aerogenerador se colocaron ambas formas de medir las vibraciones, tanto el ace-
lerometro como el sistema Optico, donde el spot laser se proyectd en la misma seccion
donde se colocé el acelerometro, para asi obtener resultados con ambas formas en las
mismas condiciones del experimento. Para esta prueba experimental el sistema 6ptico
alcanz6 una sensibilidad de 0.09 mm.

3.3.2.1 Reconstruccion de la trayectoria de vibracion

En la Figura 3.34 se muestra la trayectoria de vibracion medida por el método 6ptico,
en el extremo libre del dlabe. En dicha trayectoria se puede observar que la deflexion
inicial alcanz6 una amplitud de 17 mm. Cada medicion se obtuvo en unidades de longitud
en funcién del tiempo.
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Figura 3.33. Esquema de la prueba experimental con el método dptico.
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Figura 3.34. Trayectoria de vibracién medido en el extremo libre del 4labe.

La ecuacion (3.29) es la funcion que se ajusto a la trayectoria de vibracion en el ex-
tremo libre del dlabe, medido con el método Optico. Realizando una primera y segunda
con respecto al tiempo de la ecuacion (3.29), se determiné que la ecuacién 3.30 y 3.31,
representan a la trayectoria en vibracion en unidades de velocidad y aceleracion respecti-
vamente. Esto se realiz6 para corroborar que a partir de las mediciones Opticas se pueden
encontrar las aceleraciones, pero la trayectoria de interés es en unidades de desplazamien-

to.

x(t) = 43.16e~ 448 C05(15.69 — 49.05t)

(3.29)

e~ 044851 (0.0193C05(15.69—49.05t)+2.115in(15.69—49.05t)) t € [3.53,6.56]s

(3.30)

= ¢ 04868 103.87C05(15.69—49.05t)+1.895in(15.69—49.05t)) t € [3.53,6.56]s

(3.31)
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3.3.2.2 Determinacion de la frecuencia natural

Después de obtener la trayectorias de vibracion se determinaron las frecuencias ana-
lizdndolas con la ecuacién (3.10) referente a la transformada rapida de Fourier. En tabla
3.4 se muestran las frecuencias determinadas a partir de las mediciones obtenidas en cada
seccion marcada del dlabe. Realizando un promedio de todas las frecuencias obtenidas se
determiné que la frecuencia natural del primer modo de vibracién medida con el método
optico del dlabe es de 7.98 Hz.

Tabla 3.4. Frecuencias determinadas en cada trayectoria de vibracion.

Frecuencia natural
(Hz)
7.87
7.68
7.90
8.26
7.89
8.14
8.33
7.79

Seccion

0 IN[O|UN|BH|W|IN|[FL

3.3.2.3 Reconstruccion del primer modo de vibracion

Para reconstruir el primer modo de vibracion se tom6 la amplitud méxima de cada
trayectoria de vibracién con respecto a cada posicion a lo largo del dlabe, de esta manera
se obtiene la grafica de la Figura 3.35. Como se puede observar en dicha figura los puntos
que representan las amplitudes maximas, se ajustan a una ecuacién cuadratica. Se puede
observar también que la amplitud en el extremo libre del 4labe fue de 7.65 mm.

\

y = 0.079°x% + 0.16"x + 0.81

2]
T

Coeficiente de correlacion: 0.98587

Amplitud (mm)
o [5]

w

D 1 1 1 1 1
1(05)  2(0.65 3(08]  4(095) 5011 6{13) 7015  8(17)

Seccion (Lengitud (m))

Figura 3.35. Reconstruccién del primer modo de vibracion.
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3.3.2.4 Coeficiente de amortiguamiento

Para determinar el coeficiente de amortiguamiento, se tomo el valor de A obtenido en
la ecuacién (3.29), donde su valor es de:

A = 0.4486

Sustituyendo el valor de A\ y la masa del alabe el cual es 3.085K g, en la ecuacién
(3.5), se determind el valor del coeficiente de amortiguamiento del dlabe a partir de las
mediciones Opticas, donde dicho valor es de:

¢ = (0.4486)((2)(3.085K g)) = 2.7678%. (3.32)
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Capitulo 4

Analisis y comparacion de resultados

En este capitulo se procederd a analizar y comparar cada uno de los resultados ob-
tenidos en las pruebas dindmicas, realizadas a un solera de acero y a una 4labe de un
aerogenerador de baja potencia.

Primeramente se comparan los resultados obtenidos mediante los dos métodos expe-
rimentales, junto con el analitico y el método de elementos finitos. Los parametros que
se comparan son las frecuencias naturales y el primer modo de vibracion. De la misma
manera se comparan las frecuencias naturales y el primer modo de vibracion del dlabe de
aerogenerador de baja potencia, determinados a partir de los métodos experimentales.

El propésito de analizar y comparar cada uno de los resultados obtenidos con los
métodos aplicados, es validar el método 6ptico y determinar si efectivamente es un méto-
do confiable para realizar un andlisis dindmico.
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4. Analisis y comparacion de resultados

4.1 Comparacion de resultados del analisis dinamico de

la solera de acero al carbon

Como se menciond previamente en los capitulos anteriores, se implementaron dos for-
mas para determinar los pardmetros modales, los cuales fueron de forma experimental, de
forma analitica. A continuacion se compararan los parametros determinados con cada una
de las formas. Para comparar los resultados se utiliz6 la raiz media cuadratica o RMS (si-
glas en ingles), el cual es una medida estadistica de la magnitud de una cantidad variable.
El calculo de 1a RMS para un conjunto de NV valores (z1, x9, ..., xy) esta representada por
la ecuacion (4.1).

ers - (41)

4.1.1 Comparacion de las frecuencias naturales

Como primer parametro a comparar es la frecuencia natural correspondiente al primer
modo de vibracion de la solera. En la Tabla 4.1 se observan las frecuencias naturales
determinadas a partir de las mediciones realizadas con el método dptico en cada seccion
de la solera y la frecuencia determinada de forma analitica. En la columna 2 se muestran
las frecuencias determinadas con el método Optico, y en la ultima columna se muestra
la diferencia que existen entre ambos resultados. La maxima diferencia que hubo fue de
1.49 Hz, y la minima de 0.8 Hz. El valor RMS determinado de todas diferencias de las
frecuencias entre ambas formas fue de 1.1314 Hz.

Tabla 4.1. Comparacién de frecuencias obtenidas con el método 6ptico y de forma analitica.

Seccién Optico Analitico Diferencias
(Hz) (Hz) Af (Hz)
1 12.41 13.26 0.85
2 12.41 13.26 0.85
3 12.46 13.26 0.8
4 12.06 13.26 1.20
5 12.01 13.26 1.25
6 11.77 13.26 1.49
7 11.78 13.26 1.48
Afpus = 1.1314 Hz

En la segunda y tercera columna de la Tabla 4.2 se muestran las frecuencias naturales
determinadas a partir de las mediciones con el acelerometro y la frecuencia determinada
de forma analitica respectivamente, y en una cuarta columna se muestran las diferencias
entre ambos resultados, donde la maxima diferencia fue de 1.35 Hz y la minima fue de
1.02 Hz. El valor RMS de las diferencias entre ambas formas fue de 1.1128 Hz. Hay que
mencionar que el resultado determinado analiticamente, se tom6 como referencia. Este
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resultado se puede considerar de forma ideal, dado que no se toma en cuenta los efectos
de friccién y perdidas de energia, en comparacién con el método 6ptico que mide las vi-
braciones en condiciones reales.

En la Tabla 4.3 se comparan las frecuencias determinadas a partir de las mediciones
con el método Optico y la frecuencia determinada en la simulacién con el método de
elementos finitos. En dicha tabla podemos observar que la méxima diferencia que hubo
entre ambos resultados fue de 1.82 Hz y la minima fue de 1.13 Hz. El valor RMS de las
diferencias fue de 1.4614 Hz.

Tabla 4.2. Comparacién de frecuencias obtenidas con el acelerémetro y de forma analitica.

Seccién Acelerometro| Analitico Diferencia

(Hz) (Hz) Af (Hz)

1 12.24 13.26 1.02

2 12.24 13.26 1.02

3 12.24 13.26 1.02

4 12.08 13.26 1.18

5 12.08 13.26 1.18

6 11.91 13.26 1.35

7 12.24 13.26 1.02
Afrms = 1.1128 Hz

Tabla 4.3. Comparacién de frecuencia natural obtenidas con el método éptico y por medio
de la simulacidn.

Seccién Optico Simulacién | Diferencias
(Hz) (Hz) Af (Hz)
1 12.41 13.59 1.18
2 12.41 13.59 1.18
3 12.46 13.59 1.13
4 12.06 13.59 1.53
5 12.01 13.59 1.58
6 11.77 13.59 1.82
7 11.78 13.59 1.81
Afgys = 1.4614 Hz

Como se habia mencionado anteriormente se determiné la frecuencia natural de la
solera mediante una simulacion correspondiente al método de elementos finitos. En la
Tabla 4.4 se muestran las frecuencias obtenidas con las mediciones del acelerémetro, y
la frecuencia determinada mediante la simulacién. Como se puede ver claramente en la
tabla la diferencia minima entre los resultados fue de 1.35 Hz y el mdximo de 1.68 Hz.
El valor RMS de las diferencias fue de 1.4428 Hz.
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Tabla 4.4. Comparacién de frecuencias determinadas con acelerémetro y con la simulacion.

Seccién Acelerémetro| Simulacion Diferencia

(Hz) (Hz) Af (Hz)

1 12.24 13.59 1.35

2 12.24 13.59 1.35

3 12.24 13.59 1.35

4 12.08 13.59 1.51

5 12.08 13.59 1.51

6 11.91 13.59 1.68

7 12.24 13.59 1.35
Afgms = 1.4428 Hz

Como se habia mencionado en el capitulo anterior la frecuencia determinada de forma
analitica, se tom6 como referencia para comparar de una manera mas precisa las formas
experimentales. En la Tabla 4.5 se muestran los valores RMS obtenidos entre las for-
mas experimentales y el método analitico, donde la diferencias entre ambos valores es de
0.0186 Hz. Este valor significa que el método 6ptico tiene una precision del +£0.0186H z
para determinar la frecuencia natural del primer modo forma experimental, tomando co-
mo referencia la frecuencia determinada de forma analitica. En la Tabla 4.6 se pueden
observar las comparaciones de los valores RMS obtenidos entre las formas experimen-
tales y la forma simulada, y la diferencia entre ambos valores reafirma la precisién que
tiene el método dptico.

Tabla4.5. Comparacion de valores RMS entre las formas experimentales y el método analiti-
co.

Afrus Afrus Diferencia
Optico- Analitico (Hz) |Acelerémetro- Analitico (Hz)| Af (Hz)
1.1314 1.1128 0.0186

Tabla 4.6. Comparacion de valores RMS entre las formas experimentales y la simulacion.

Afrms AcelerémﬁﬂlgMgimulacién Diferencia
Optico- Simulacién (Hz) (H2) Af (Hz)
1.4614 1.4428 0.0186

4.1.2 Reconstruccion del primer modo de vibracion

El siguiente pardmetro a comparar es la reconstruccion del primer modo de vibracion.
Para este caso se compararon los resultados obtenidos con las formas experimentales.
Como se menciond en el capitulo anterior se tomaron mediciones en 7 secciones a lo
largo de la solera. Por lo tanto a partir de las trayectorias de vibracion se tomé la amplitud
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maxima de cada muestra y con ella se grafic6 el primer modo de vibracidn, y se ajustd
a una curva cuadratica. En la Figura 4.1 se muestran el primer modo de vibracién ya
ajustados a partir de las mediciones Opticas y con el acelerometro, donde cada una esta
representada por una ecuacion de segundo grado. Para encontrar la diferencia entre ambos
modos, se determinaron y se compararon los puntos discretos (1, s, .., ) obtenidos
con la evaluacion de las funciones f(z) y g(x) en el intervalo [15,45]cm con un Az =
0.1cm. Después de obtener los puntos discretos se procedié determinar el valor de la raiz
media cuadrética, donde consisti6 en realizar una diferencia de punto a punto entre ambas
funciones, dicha operacion esta representada por la ecuacion (4.2), donde N es la longitud
total de la solera el cual es 45 cm.

f(x)=-0.08x2 + 1.4693x - 0.38
6 Acelerémetro
s | M. dptico
.4
€
£
>3 s
E s /~
%_ 947 -
£? o
< L
1
0
L 15) 5(20) 3(25) a (30) 5 (35) 6(40) 7 (45)

Seccion (Longitud (cm))

Figura 4.1. Comparacién del primer modo de vibracion reconstruido con el acelerémetro y
el método 6ptico.

Xoms = \| 5 D20 (@0) = gla)? @2

1

Por lo tanto de acuerdo a los valores discretos determinados, el valor RMS entre ambos
modos reconstruidos a partir de las mediciones Opticas y con el acelerometro es de:

X, e = 0.120417mm (4.3)

De acuerdo a esta diferencia se puede mencionar que el método 6ptico es eficiente
para reconstruir el modo de vibracion, de la misma forma que las mediciones realizadas
con un acelerémetro, teniendo como ventaja en que mide las amplitudes de las vibraciones
de manera directa.

4.1.3 Coeficiente de amortiguamiento

Como ultimo pardmetro a comparar son los coeficientes de amortiguamiento. Como
se habia mencionado en el capitulo anterior ambos resultados dependieron del valor de ),
y de acuerdo a sus valores los valores de los coeficientes fueron los siguientes:

N
Cavet, = 0.0774522 (4.4)
m

70



4. Analisis y comparacion de resultados

N
Coptico = 0.08454— (4.5)
m

Por lo tanto la diferencia entre ambos resultados fue de:

N
Ac = 0.00709—> (4.6)
m

De acuerdo a esta diferencia la cual es minima, se puede observar que el método
optico también puede determinar de manera eficiente el coeficiente de amortiguamiento.
Y de acuerdo a la teoria de vibraciones, al tener una frecuencia natural alta en el primer
modo de vibracion de la solera, se esperaba tener una amortiguacion muy pequefia al
momento de vibrar.

4.2 Comparacion de resultados del analisis dinamico del

alabe de aerogenerador de baja potencia

4.2.1 Frecuencia natural del alabe de aerogenerador

Para este andlisis modal se implementaron solamente las dos formas experimentales,
donde se utilizé el acelerometro y el método Optico. El primer pardmetro a comparar
es la determinacion de la frecuencia natural del dlabe en su primer modo de vibracion.
Esta frecuencia se determiné a partir de las trayectorias de vibracion medidas con las dos
formas experimentales. En la Tabla 4.7 se muestran las frecuencias naturales determinadas
correspondiente al primer modo de vibracion del dlabe, de acuerdo con las mediciones
del acelerémetro y el método 6ptico en cada seccion del dlabe. La maxima diferencia que
hubo entre los resultados fue en la medicion de la seccidén 3, con una diferencia de 0.71
Hz, y la minima diferencia fue de 0.03 Hz. El valor RMS de las diferencias entre las
mediciones de ambas formas experimentales fue de 0.3325 Hz.

Tabla 4.7. Comparacién de frecuencias entre el método de acelerémetro y el dptico.

Seccién Optico Acelerémetro Diferencias

(Af)
1 7.97 7.62 035
2 8.11 7.62 0.49
3 8.33 7.62 0.71
4 8.21 7.62 0.59
5 7.92 7.62 0.30
6 7.59 7.62 0.03
7 7.57 7.62 0.05
8 7.76 7.62 0.14

Afprms = 0.3325 Hz

En la Tabla 4.8 se pueden observar la comparacion entre los resultados obtenidos con
las mediciones Opticas y la frecuencia de disefio del dlabe. En ella se puede observar que
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la maxima diferencia fue de 1.73 Hz y la minima de 0.97 Hz, y habiendo un valor RMS
de todas las diferencias de 1.3578 Hz. Por lo tanto observamos que el método realiza de
manera eficiente las determinaciones de la frecuencia natural del primer modo de vibra-
cion. Cabe mencionar que la frecuencia de disefio es determinada mediante el método
de elementos finitos (simulacién), por lo tanto de acuerdo a los resultados de validacién
obtenidos con la solera, se esperaba esta diferencia con el dlabe.

Tabla4.8. Comparacion entre las frecuencia determinada con el método dptico y la de disefio
del alabe.

Seccién Optico Frecuencia de| Diferencias

(Hz) disefio (Hz) Af (Hz)

1 7.97 6.60 1.37

2 8.11 6.60 1.51

3 8.33 6.60 1.73

4 8.21 6.60 1.61

5 7.92 6.60 1.32

6 7.59 6.60 0.99

7 7.57 6.60 0.97

8 7.76 6.60 1.16
Af.ns =1.3578 Hz

4.2.2 Reconstruccion del primer modo de vibracion del alabe de ae-

rogenerador

El segundo pardmetro a comparar es el primero modo de vibracién. En la Figura 4.2 se
pueden observar graficamente el primer modo de vibracion del dlabe reconstruido a partir
de las mediciones con el acelerémetro y el método dptico. Ambos modos ya se muestran
ajustados a una funcién cuadrética. Para encontrar la diferencia entre ambos modos, se
realiz6 el mismo procedimiento que en la solera, se determinaron puntos discretos a partir
de la evaluacion de las funciones f(x) y g(z), en un intervalo de [0.5,1.7]m con un Ax =
0,1m. Y realizando diferencia punto a punto entre los dos modos, e implementando la
ecuacién (4.1), se determind el valor RMS entre ambos modos el cual fue de 0.1618
mm. Con este resultado seguimos observando que el método optico puede determinar los
pardmetros modales de manera eficiente.

4.2.3 Coeficiente de amortiguamiento

El ultimo pardmetro a comparar es el coeficiente de amortiguamiento. Dicho resultado
se derivo del valor de A, proporcionado por la ecuacidon que se ajustaban a las trayectorias
de vibraciones. De acuerdo a estos valores encontrados, los valores de los coeficientes
fueron:

N
Couet. = 2.6081 > 4.7)
m
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Acelerémetro
. dptico

g(x) = 0.1054x2 - 0.0149x + 0.9079
6 —

Amplitud (mm)

.

3(x) = 0.0794x2 + 0.1601x + 08071

1(0.5) 2(0.65) 3(0.8) 4(095)  5(1.1) 6(1.3) 7(1.5) 8(1.7)

Seccién (Longitud (m))

Figura 4.2. Comparacion entre las reconstrucciones del primer modo de vibracién del dlabe.

N
Coptico = 2.T916— (4.8)
m
Por lo tanto la diferencia entre ambos resultados fue de:
N
Ac = 0.1835> (4.9)
m
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En general la implementacion de técnicas Opticas, en particular para el andlisis de
vibraciones, son muy usadas en la practica, pero por lo general en las pruebas del com-
portamiento dindmico de los dlabes de aerogeneradores para el estudio del anélisis modal
experimental, cominmente se emplean acelerémetros y equipos excitadores de vibracion
que tienen un alto costo en el mercado. La propuesta implementada en este trabajo requie-
re el uso de un laser de estado sélido, una cdmara CMOS y un sistema de desplazamiento
lineal para realizar una calibracion previa, lo cual en conjunto tiene un costo alrededor del
5 % comparado con los equipos comerciales usados.

Para validar y comparar experimentalmente los resultados entre la técnica Optica y el
uso de acelerometros para la reconstruccion de la trayectoria de vibracion, determinacion
de su frecuencia natural y coeficiente de amortiguamiento, se empled una viga de acero
al carbon, por su geometria simple. A partir de los resultados experimentales obtenidos, y
usando como referencia el andlisis analitico, al realizar la comparacion de la técnica Opti-
ca con el uso de acelerémetros, encontramos una diferencia RMS del orden de 0.0186Hz
en la determinacion de la frecuencia natural entre ambos métodos. Podemos concluir que
el método Optico, y la metodologia empleada, es una alternativa confiable para la recons-
truccion de las trayectorias de vibracion y determinacién de la frecuencia natural, a pesar
de la limitacion en la velocidad de captura de la cdmara usada (64 imagenes por segundo).

La metodologia fue aplicada para la validacion de disefio de un dlabe de un aero-
generador de baja potencia, por lo que los resultados al obtener las diferencias respecto
a la frecuencia de disefio del 4labe (6.6Hz) fueron del orden de 1.02 y 1.33 Hz con el
aceleroémetro y método Optico respectivamente. Estos resultados se consideran aceptables
considerando que la frecuencia de disefio es un valor tedrico ideal, por lo que podemos
asumir que lo obtenido con ambos métodos es el valor real del dlabe bajo prueba.

Otra conclusion importante es que existe buena repetibilidad en la obtencion de resul-
tados con el método Optico, ya que, al obtener las frecuencias en las diferentes secciones
evaluadas tanto de la solera como del dlabe, se obtuvo un bajo coeficiente de variacién de
los datos: 0.089 y 0.078 para la solera y el dlabe respectivamente.

En la metodologia desarrollada para la reconstruccion de las trayectorias de vibracion,
se aplico la teoria de ajuste de curvas para el modelo de la ecuacion no lineal que caracte-
riza a una vibracion libre amortiguada, lo que permitié comparar y validar la informacién
de ambas técnicas experimentales. La ventaja de la técnica Optica a diferencia del uso
de acelerometros, es que la trayectoria de vibracion reconstruida esta dada directamente
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en magnitudes de desplazamiento respecto del tiempo, mientras que con el acelerometro
tenemos magnitudes de aceleracion, pero con la ecuacion ajustada a la trayectoria de vi-
bracion podemos realizar la doble integracion y obtener los desplazamientos.

Finalmente podemos concluir que se cuenta con una metodologia y una técnica con-
fiable y de bajo costo para la caracterizacion dindmica y validacion de disefio en alabes
de aerogeneradores de baja potencia. La técnica se puede mejorar aun usando una cdma-
ra con mayor velocidad de captura, que permita contar con mds muestras por segundo,
ademds como trabajo futuro se pretende integrar y mejorar la metodologia en una sola
plataforma de programacion de facil acceso para el usuario, estas mejoras aportaran un
valor agregado al desarrollo del banco de pruebas para dlabes de aerogeneradores del
Laboratorio de Energia Edlica de 1a UNISTMO.
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Anexo A

Cédigo para determinar la frecuencia natural.

clear all; clc;
% Se importa la vibracién medida (método éptico o acelerdmetro) en formato
% txt, el cual esta guardado en una ruta especifica

Vibracion= load('C:\Users\Documents\Vibraciones\Vibracién 1.txt');

o0

Se selecciona el conjunto de datos a analizar, identificando la matriz del
tiempo y de desplazamiento. El numero de datos a analizar debe ser un multiplo
de 2 (2, 4, 8, 16, 32, 64, 128, 256, 512, etc)ya que es una de las
condiciones de la TRF para obtener resultados presicos.

oo oo de

Tiempo=Vibracion (453:957,1);
Amplitud=vibracion (453:957,2);

% Se determina la frecuencia de muestreo, que es la inversa del incremento
% del tiempo.

Fs=1/(t(2)-t(1));

% Se declara una constante n, el cual es el numero de datos a analizar, el
% cual ya se habia seleccionado anteriormente.

n=512;

Aplicamos la funcién de la fft de MATLAB donde convierte un vector de
valores de la medicién en funcidén del tiempo en un vector en funcidn de
la frecuencia. El1 vector obtenido son elementos cuyos numeros son

o® oo oo de°

complejos porque guarda la informacién acerca de la amplitud y la fase.
Vibracion_analizada=fft(y,n);

Se determina el valor absoluto del vector de Vibracion analizada, para
obtener solamente las amplitudes. A este vector se le denomina espectro

o de oe

de potencia (P).
P=abs (Vibracion analizada) .”2;

% Se crea un vector de frecuencia, para asociarlo con el vector P.
f=(0:n-1)*Fs/n;

% Se representa graficamente el vector P (espectro de potencia) en terminos
% de la frecuencia.

figure (1)

plot (f,m)

axis ([-10 50 0 1000])

hold on
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Anexo B

Para realizar la simulacion por el método de elementos finitos se realizé lo siguiente:

= Seleccion de analisis e importacion de la geometria. Como primer paso, de la lista
de diferentes analisis proporcionada por la plataforma de ANSYS, se selecciona el
andlisis modal. Una vez creada la plataforma, se importa la geometria de la solera
de acero al carbon.

Zeloevion  de s
simulacicn para un
znalisis modal.

(a) (b)

a) Seleccién del analisis y b) importacién de la geometria.

= Seleccion del material y enmallado de la pieza. Después de exportar la geometria
de la solera, se procede a seleccionar el material de la pieza. Seguido de esto, se
realiz6 un enmallado de la pieza, este paso es importante para obtener resultados
mas precisos.

e vl
T omatenal  scecazda
ara lavlga,

Sepamad
earalsada e

(© (d
a) Seleccion del material y b) enmallado de geometria de la solera.
= Sujecion y simulacion del primer modo. Dado que el sistema que analizamos ex-

perimentalmente fue con extremos empotrado y libre, de 1a misma forma se realiz6
en la plataforma ANSYS. Se colocé una sujecion en un extremo de la solera, para
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asi obtener el primer modo de vibracion de la viga con extremos empotrado y libre.
La frecuencia del primer modo de vibracion simulada por ANSYS fue de 13.59 Hz.

ANSYS

R19.2
Academic

. Dpetarienlo b ur eslero

Uiz vys, ;
_( 0.000 0.100¢m) MTI
i o : 0.050
(e) ®

a) Empotramiento en un extremo de la solera, b) primer modo de vibracién de la solera simu-
lado con el software ANSYS.
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